Liczby Fibonacciego
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Do czego moze stuzy¢ domino?
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bonacciego nazywamy ciag (F),) zde-

finiowany nastepujaco:
Fl = 1,F2= 1,Fn+2 =Fn+Fn+1 dla n>1.
Wyrazy tego ciagu nazywamy liczbami Fi-
bonacciego. Zgodnie z powyzsza definicja,
fatwo otrzymujemy poczatkowe wyrazy
ciggu (Fy):

1,1,2,3,5,8, 13,21, 34,55, ...

Liczby Fibonacciego posiadaja wiele za-
stosowan i powiazan z zyciem codzien-
nym. Okazuje si¢, Ze majg one takze zwia-
zek z uktadaniem kostek domina.

W [2] mozemy przeczytaé, iz Lucas
udowodnit w 1876 roku, ze dla kazdej licz-
by naturalnej n > 1 zachodzi zalezno§¢

Fyp=F3+F2 .
Dowodzimy tej rownoSci poprzez powia-
zanie liczb Fibonacciego z ukladaniem
kostek domina.

Rozpatrzmy kostki domina o wymia-
rach 2 x 1 i pole o wymiarach 2 x n, gdzie
n > 1 jest liczba naturalna. Kratki nasze-
go pola sa oznaczone nastepujaco: gorne
od lewej do prawej liczbami 1, 2, ..., n,
a dolne od lewej do prawej symbolami
1,2, ..,n.

Przypomnijmy sobie, ze ciggiem Fi-

| domino

n
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Przez pozycje kostki domina rozumie-
my zbidr dwoch kratek, na ktorych ta kost-
ka lezy. Przez kolumne o indeksie i rozu-
miemy zbidr dwoch kratek o indeksach i
oraz i'. Pokrycie pola to zbior pozycji ko-
stek domina, ktére pokrywaja to pole.
Dwa pokrycia sa rdzne wtedy i tylko wte-
dy, gdy odpowiednie zbiory pozycji sa roz-
ne. Niech a,, bedzie liczba rdznych pokry¢
pola o wymiarach 2 xn.

Ilustracje z rysunku 2 pokazuja, ze
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Rys. 1

a1=1,a2=2ia3=3.
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Lemat. Dla kazdej liczby naturalnej
n>1mamy a,,» =an.1 +an-

i

Rys. 2

matematyka



Dowdad. Jesli chcemy pokry¢ pole o wy-
miarach 2 x (n +2), to kolumng o indeksie
1 mozemy przykry¢, ktadac dwie kostki
domina poziomo (rysunek 3) albo jedng
pionowo (rysunek 4).

Rys. 3

Rys. 4

Jedli kostki domina lezg poziomo, to
pozostato nam do pokrycia pole o wymia-
rach 2 xn. Jest a,, mozliwo$ci dokonania
tego. Jesli kostka lezy pionowo, to musi-
my pokry¢ pozostale pole o wymiarach
2x(n+1)imozemy to zrobi¢ na a,, | spo-
sobow. Dodajac te liczby, otrzymujemy
rownos¢

pi2 =0pyl tap.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 mamy a, = F,.1.

Dowdd. Poniewaz
611:1=F2 i 0222:F3
oraz ta sama rekurencyjna zasada obowig-
zuje dla obu tych ciagdw, wiec a,, = F, 1.

Twierdzenie (Lucas, 1876). Dla kazdej
liczby naturalnej n > 1 mamy

2 2
Fanpi=Fa+Fo 4.

Dowdd. Dla n = 1 mamy
i _ R2 2
F3=2=1+1= F +F;.
Dla n > 2, wobec poprzedniego twierdze-
nia, powyzsza rownos¢ jest rownowazna
réwnosci
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nauczanie matematyki -

Aypsn = a% +a3;+1 (dlan>1),
ktéra udowodnimy, uktadajac kostki do-
mina.

Rozpatrzmy pole owymiarach 2x(2n+2),
podzielone na dwa sasiadujace pola o wy-
miarach 2 x (n+1) kazde. Jesli pokrywamy
pole o wymiarach 2 x (2n +2), to jego po-
fowy maja wspolne kostki domina (rysu-
nek 5), albo nie maja wspolnych kostek
domina (rysunek 6).
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Rys. 5

Rys. 6

W pierwszym przypadku musimy po-
kry¢ niezaleznie dwa pola o wymiarach
2xn kazde. Jest a2 mozliwosci dokona-
nia tego. Dodajac te rownosci, otrzymu-
jemy ap,.0 = a% +afl+1. W drugim przy-
padku pozostaje nam pokry¢ niezaleznie
dwa pola o wymiarach 2 x (n+1) kazde,
zatemjesta, ,1-a,1= a%Hl mozliwosci
aby tego dokonac. a
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