POLITECHNIKA GDANSKA

Wydziat Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej

Marcin Krzywkowski

ROZNE DOWODY WLEASNOSCI
LICZB FIBONACCIEGO I LUCASA

Praca magisterska wykonana
w Zakladzie Matematyki Dyskretnej
pod kierunkiem

dr hab. J. Toppa, prof. nadzw. PG

Gdansk 2009



Marcin Krzywkowski

ROZNE DOWODY WEASNOSCI
LICZB FIBONACCIEGO I LUCASA

PODPIS KIEROWNIKA KATEDRY PODPIS PROMOTORA PODPIS AUTORA



PODZIEKOWANIA

Jestem bardzo wdzieczny Panu Profesorowi Jerzemu Toppowi za opieke naukowsg
w trakcie czterech lat mojego studiowania na Politechnice Gdanskiej. Jako promotor ni-
niejszej pracy magisterskiej, Pan Profesor stuzyt licznymi uwagami i wskazéwkami, dzigki
ktérym przybrata ona obecng forme. Dziekuje za wielogodzinne dyskusje i seminaria,
podczas ktoérych utwierdzatem sie w checi podjecia dalszych krokéw w kierunku matema-
tyki.

Dziekuje mojej Mamie, bez ktérej to wszystko nie bytoby mozliwe.



Spis tresci

1 Wprowadzenie

2 Fibonacci i Lucas
2.1 Leonardo Fibonacci . . . . . . . . ..
2.2 Edouard Lucas . . . . . . . .

3 Definicje

4 Podstawowe wlasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa

5 Indukcyjne dowody wtasnosci liczb Fibonacciego

6 Algebraiczne dowody wtasnosci liczb Fibonacciego

7 Kombinatoryczne dowody wtasnosci liczb Fibonacciego

8 Niestandardowe dowody wtlasnosci liczb Fibonacciego

9 Dodatkowa wlasnosé liczb Fibonacciego z dowodem indukcyjnym

10 Dodatkowe wtlasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa z dowodami algebra-
icznymi

Bibliografia

10

17

20

24

32

34

35

42



Rozdziat 1

Wprowadzenie

Leonardo Fibonacci zdefiniowat ciag, w ktoérym pierwszy i drugi wyraz sa réwne 1,
a kazdy kolejny jest sumg dwoch bezposrednio go poprzedzajacych.

Edouard Lucas zdefiniowat cigg, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny 1, drugi jest
rowny 3, a kazdy kolejny jest sumg dwoch bezposrednio go poprzedzajacych.

Od tego czasu zaobserwowano wiele wlasnosci tych ciagow.

Jak sie okazuje, sposobow ich dowodzenia jest takze wiele.

Rozdziat 2 zawiera biografie Fibonacciego oraz Lucasa na podstawie [14] i [15].

W rozdziale 3 podajemy definicje zwiazane z liczbami Fibonacciego i Lucasa.

W rozdziale 4 udowadniamy podstawowe wtasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa.

W rozdziatach 5, 6, 7 i1 8 przedstawiamy dowody wtasnosci liczb Fibonacciego odpo-
wiednio: indukcyjne, algebraiczne, kombinatoryczne i niestandardowe.

W rozdziale 9 przedstawiamy dodatkowa wtasnos¢ liczb Fibonacciego z dowodem in-
dukcyjnym.

W rozdziale 10 przedstawiamy dodatkowe wtasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa z do-
wodami algebraicznymi.

W tej pracy przyjmujemy, ze najmniejsza liczbg naturalng jest 1.

Wtasnosci liczb Fibonacciego 1 Lucasa udowadniane w tej pracy pochodza z [7] 1 [3].
O ich wyborze decydowala przydatno$¢ do ukazania charakterystycznych cech poszcze-
gblnych sposobéw dowodzenia.

Celem dowodzenia tych samych wtasnosci na wiele sposobow jest zaprezentowanie
stopnia skomplikowania poszczegolnych sposobéw dowodzenia. Oczywiscie zalezy to od
dowodzonej wlasnosci, dla jakiejs wtasnosci dany sposéb dowodzenia moze okazaé si¢ bar-
dzo prosty i efektowny, ale gdy dowodzimy tym sposobem innej wtasnosci, dowod okazuje
sie by¢ bardzo dhugi i skomplikowany obliczeniowo. Znajomos¢ réznych sposobéw do-
wodzenia wtasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa ma istotng zalete polegajaca na tym, ze
gdy chcemy udowodnié¢ hipotetyczng wlasnosé, znajomosé roznych sposobéw dowodzenia
zwigksza nasze szanse na osiagniecie celu.

Algebraiczny sposéb dowodzenia wtasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa polega na za-
stosowaniu formuty Bineta, ktéra jest wzorem na n-ta liczbe Fibonacciego lub Lucasa.

Kombinatoryczny sposob dowodzenia wtasnosci liczb Fibonacciego polega na wykorzy-
staniu powigzania liczb Fibonacciego z uktadaniem klockéw domina na polu o szerokosci
2 i dlugosci bedacej liczba naturalng. Ten sposéb dowodzenia okazuje si¢ by¢ bardzo
ciekawy ze wzgledu na udowadnianie teoretycznych réwnosci poprzez przettumaczenie ich
na jezyk swiata rzeczywistego i dokonanie tam dowodu.



Przez dowod niestandardowy rozumiemy dowdd nienalezacy do zadnej sposrod weze-
Sniejszych grup.

W wiekszosci rozdzialéw dowodd pierwszego twierdzenia szczegdtowo objasniamy, w po-
zostatych dowodach jedynie wymieniamy stosowane metody.

W jezyku angielskim dostepne jest wspotczesne wydanie dzieta Fibonacciego Liber
Abaci [11].

Liczbom Fibonacciego i Lucasa zostato poswieconych wiele ksigzek, miedzy innymi:
[1], [4], [5], [6], [8], [9], [10], [12] 1 [13].

Liczby Fibonacciego sa nadal badane przez matematykow, o czym swiadczy niedawny
artykul naukowy [2] o kombinatorycznych dowodach wtasnosci liczb Fibonacciego opubli-
kowany w The Electronic Journal of Combinatorics.



Rozdziatl 2

Fibonacci 1 Lucas

2.1 Leonardo Fibonacci

Leonardo Fibonacci, zwany réwniez Leonardo Pisano lub Leonard of Pisa, byl najwy-
bitniejszym europejskim matematykiem Sredniowiecza. Malo wiadomo o jego zyciu za
wyjatkiem kilku faktéw, ktére zapisal w swoich pracach matematycznych. Zaden jemu
wspotezesny matematyk nie wspomniat o nim w zadnym dokumencie, ktory przetrwat.

Fibonacci urodzit sie okoto 1170 roku w rodzinie Bonacci w Pizie, dobrze prospe-
rujacym centrum handlowym. Fibonacci jest skrotem od ,Filius Bonacci”, czyli syn
Bonacciego. Jego ojciec Guglielmo byt odnoszacym sukcesy handlowcem, ktory chcial,
aby jego syn przejat po nim interesy.

Okoto roku 1190, kiedy Guglielmo prowadzil interesy w miescie Bugia (obecnie Bejaia)
w Algierii, sprowadzil tam swojego syna, aby uczyl sie sztuki rachowania. W Bugii Fibo-
nacci ukonczyt podstawows edukacje u muzutmanskiego nauczyciela, ktory wprowadzit
go do indo-arabskiego systemu liczbowego i indo-arabskich technik rachowania. On takze
zapoznal Fibonacciego z ksiazka o algebrze, Hisab al-jabr w’almuqabalah, napisang przez
perskiego matematyka Al-Khawarizmi (okoto 825 roku). Wspdlczesnie uzywane stowo
salgebra” pochodzi wtasnie z tytutu tej ksigzki.

Jako dorosty, Fibonacci odbywat czeste podroze w interesach do Egiptu, Syrii, Grecji,
Francji i Konstantynopola, gdzie studiowal rézne systemy arytmetyczne, potem je sto-
sowal i wymienial poglady z innymi wtoskimi uczonymi. Mieszkat takze przez pewien
czas na dworze cesarza rzymskiego Fryderyka IT (1194-1250) i angazowal sie w naukowe
dyskusje z cesarzem i jego filozofami.

Okoto roku 1200, w wieku okoto 30 lat, Fibonacci powrocit do Pizy. Byt przekonany
o elegancji i praktycznej wyzszosci indo-arabskiego systemu liczbowego nad rzymskim
systemem liczbowym, ktéry byl uzywany we Wtoszech. W 1202 roku opublikowal swoja



pionierska prace Liber Abaci, ktéra byta poswiecona arytmetyce i elementarnej algebrze.
Ta ksiazka wprowadzita indo-arabski system liczbowy i algorytmy arytmetyczne do Eu-
ropy. Fibonacci zademonstrowat w tej ksigzce potege indo-arabskiego systemu liczbowego
bardziej energicznie niz w jakiejkolwiek wczesniejszej pracy matematycznej. 15 rozdzialéw
wyjasnia ogromny wktad w rozwdj algebry perskich matematykow Al-Khawarizmi i Ahy
Kamil. Sze$é¢ lat pozniej Fibonacci poprawit Liber Abaci i swoja ksiazke zadedykowal
Michaelowi Scottowi, najstynniejszemu filozofowi i astrologowi na dworze Fryderyka II.

Po Liber Abaci Fibonacci napisal trzy inne wplywowe ksiazki. Practica Geometriae
napisana w 1220 roku jest podzielona na osiem rozdziatéw i jest zadedykowana Mistrzowi
Dominikowi, o ktorym niewiele wiadomo. Ta ksiazka umiejetnie prezentuje geometrie
i trygonometrie z euklidesowska Scistoscia i pewng oryginalnoscia. Fibonacci korzystat
z algebry do rozwiazywania probleméw geometrycznych oraz z geometrii do rozwiazy-
wania probleméw algebraicznych, co bylo nowoscia w FEuropie w tamtym czasie. Jego
kolejne dwie ksiazki, Flosi Liber Quadratorum, zostaty opublikowane w 1225 roku. Obie
dotyczyty teorii liczb i stanowily przyktad talentu i oryginalno$ci myslenia Fibonacciego,
ktory przewyzszatl mozliwosciami wigkszos¢ uczonych tamtych czaséow.

W 1225 roku Fryderyk II chciat sprawdzi¢ talent Fibonacciego, dlatego zaprosit go na
swoj dwor na turniej matematyczny. Zawody sktadaly sie z trzech problemoéow. Pierw-
szy polegal na znalezieniu takiej liczby wymiernej x, ze 2% — 5 i 22 + 5 sg kwadra-
tami liczb wymiernych. Fibonacci podal prawidlowe rozwigzanie 13; (3)% — 5 = (31)2,
(%)2—1—5 = (%)2. Drugi problem polegat na znalezieniu rozwigzania réwnania sze$ciennego
2% 4+ 222 4+ 102 — 20 = 0. Fibonacci udowodnit geometrycznie, ze to réwnanie nie posiada

rozwigzan postaci va + /b, ale dal przyblizone rozwigzanie 1, 3688081075, ktére jest po-
prawne do dziewiatego miejsca po przecinku. Trzeci problem byt nastepujacy. Trzech
dworzan miato swoje udzialy w pewnej kwocie pienigdzy: udzial pierwszego wynosit % ,
drugiego — %, a trzeciego — é catosci. Kazdy ze wspétudziatowcoOw pobrat ze wspolnej
kasy pienigdze — niezbyt uczciwie: nie zostato nic. Nastepnie pierwszy z nich zwrocit
polowe tego, co zabral, drugi — jedng trzecia, a trzeci — jedng szosta. Powstata kwote
podzielono na trzy rowne czesci i dano po jednej trzem dworzanom. Okazato sie, ze kazdy
z nich miat wowczas doktadnie tyle pieniedzy ile mu przystugiwato. Ile pieniedzy byto
w kasie na poczatku, ile pobral kazdy z nich? Fibonacci pokazal, ze problem byl niejed-
noznaczny i podal 47 jako najmniejsza odpowiedz. W zawodach, zadnemu z konkurentow
Fibonacciego nie udato si¢ rozwigzac¢ zadnego sposérod tych trzech problemow.

Cesarz docenit zastugi Fibonacciego dla Pizy, zaréwno jako nauczyciela, jak i oby-
watela. Drzisiaj posag Fibonacciego stoi w ogrodzie nad rzeka Arno, niedaleko Krzywej
Wiezy w Pizie.

Fibonacci zmart okoto 1240 roku. Niedtugo po jego smierci wloscy kupcy docenili po-
tege indo-arabskiego systemu liczbowego i stopniowo zaczeli stosowa¢ go w transakcjach
biznesowych. Przed koncem szesnastego wieku wiekszo$¢ Europy zaakceptowata ten sys-
tem. Liber Abaci przez ponad dwa wieki pozostato europejskim standardem i odegrato
znaczaca role w zastgpieniu rzymskiego systemu liczbowego systemem indo-arabskim.



2.2 Edouard Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas (04.04.1842—03.10.1891) byt francuskim matematy-
kiem. Lucas jest znany z badania ciagu Fibonacciego. Powigzany z tym ciagiem ciag
Lucasa zostal tak nazwany wtasnie na jego czes¢. Lucas wyksztalcit sie¢ w Ecole Normale
Superieure, nastepnie pracowat w Paris Observatory, a potem zostal profesorem matema-
tyki w Paryzu. W miedzyczasie takze stuzyt w armii.

Lucas postawit zadanie, aby udowodni¢, ze jedynym rozwigzaniem réwnania diofan-
tycznego Y n? = M2z N > 1 jest N =24 i M = 70. Ten fakt zostal udowodniony
w 1918 roku, korzystajac z funkcji hipereliptycznych.

Lucas wymyslat metody testowania pierwszosci liczb. W 1857 roku, w wieku 15 lat,
zaczal recznie” testowaé pierwszosé liczby 2127 — 1, korzystajac z ciggu Lucasa. W 1876
roku, po 19 latach, udowodnit, ze 2'%7 — 1 jest liczba pierwsza. Ta liczba pozostala
przez 75 lat najwigksza znang liczba pierwsza Mersenne’a. Moze ona pozosta¢ na za-
wsze najwiekszg liczbag pierwsza, ktorej pierwszos$é zostata udowodniona ,recznie”. Po-
tem Derrick Henry Lehmer ulepszyt test pierwszosci Lucasa i uzyskal test pierwszosci
Lucasa—Lehmera dla liczb Mersenne’a.

Lucas interesowal sie takze matematyka rekreacyjna. To wtasnie on wymyslit tami-
gltowke nazywang ,wiezami Hanoi”, ktérag opublikowal pod pseudonimem N. Claus de
Siam, ktéry jest anagramem ,Lucas d’Amiens”.

Lucas zmart w nietypowych okolicznosciach. Na bankiecie dorocznego kongresu Asso-
ciation francaise pour l’avancement des sciences kelner upuscit talerz i jego odtamek zacigt
Lucasa w policzek. Zmart kilka dni péZniej na powazne zapalenie skéry prawdopodobnie
spowodowane posocznicg. W momencie $mierci Lucas mial jedynie 49 lat.



Rozdziatl 3
Definicje

Definicja 1 Cligg {F,}>2, zdefiniowany nastepujaco: Fy = 1, Fo = 1, F, = F, o+ F,
dla n > 3, nazywamy ciggiem Fibonacciego, a jego wyrazy, liczbami Fibonacciego.

Przykltad 2 7 powyzszej definicji tatwo otrzymujemy poczgtkowe wyrazy ciggu Fibonac-
C1eqO:

P =1

F =1

F3 = F1+ F2 = 1+ 1 = 2
F, = I+ F5 = 1+2 = 3
s, = 3+ F, = 24 3 = 5
Fs = Fy+ I = 3+ 5 = 8
F, = FIs+ Fg = 5+ 8 = 13
sy = Fg+ F7r = 8+ 13 = 21
Fy = I+ Fg = 134+ 21 = 34

FlO B Fg—i- Fg - 21—|— 34 - 55

Definicja 3 Cigg {L,}>2, zdefiniowany nastepujgco: Ly = 1, Ly = 3, L, = Ly o+ Ly
dla n > 3, nazywamy ciggiem Lucasa, a jego wyrazy, liczbami Lucasa.

Przykltad 4 Wobec powyziszej definicji mamy

Ly =1

L2 - 3

Ly = Li+ Ly = 1+ 3 = 4
L4 - L2 + L3 == 3 + 4 = 7
Ly = Ls+ Ly = 447 = 11
L¢ = Ly+ Ly = 7+ 11 = 18
L; = Lsy+ Lg = 11+ 18 = 29
Ly = L¢+ Ly = 184+ 29 = 47
Ly = L+ Lg = 29+ 47 = 76

Ly = Lg+ Ly = 47+ 76 = 123

W tabeli 1 podajemy sto poczatkowych liczb Fibonacciego i Lucasa.
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Tabela 1

F,

L

n n n

1 1 1141 165580 141 370248 451
2 1 3|42 267914 296 599074578
3 2 4143 433494437 969 323 029
4 3 7144 701408733 1568 397 607
5 5 11 | 45 1134903170 2537720636
6 8 18 | 46 1836311903 4106118243
7 13 29 | 47 2971215073 6643 838 879
8 21 A7 | 48 4807526 976 10749957122
9 34 76 | 49 7778742049 17393796 001
10 95 123 | 50 12586 269 025 28143753123
11 89 199 | 51 20365011074 45537549124
12 144 322 | 52 32951 280099 73681302247
13 233 521 | 53 53316291173 119218851 371
14 377 843 | 54 86267571272 192900 153 618
15 610 1364 | 55 139 583 862 445 312119004 989
16 987 2207 | 56 225851433717 505019158 607
17 1597 3571 | 57 365435 296 162 817138163 596
18 2584 778 | 58 591286 729879 1322157322203
19 4181 9349 | 39 956 722 026 041 2139295485799
20 6765 15127 | 60 1548 008 755920 3461452808 002
21 10946 24476 | 61 2504730781961 5600 748 293 801
22 17711 39603 | 62 4052739537 881 9062201101803
23 28657 64079 | 63 6557470319842 14662 949 395 604
24 46 368 103682 | 64 10610209857 723 23725150497 407
25 75025 167761 | 65 17167680177 565 38388099893 011
26 121393 271443 | 66 27777890035 288 62 113250390418
27 196418 439204 | 67 44945570212 853 100501 350 283 429
28 317811 710647 | 68 72723460248 141 162614600 673 847
29 514229 1149851 | 69 117669 030 460 994 263115950957 276
30 832040 1860498 | 70 190392490 709 135 425730551631 123
31 1346 269 3010349 | 71 308061521170129 688 846 502 588 399
32 2178309 4870847 | 72 498454 011879264 | 1114577054219522
33 3524578 7881196 | 73 806 515533049393 | 1803423556 807921
34 5702887 | 12752043 | 74 | 1304969544928657 | 2918000611 027443
35 9227465 | 20633239 | 75| 2111485077978050 | 4721424167 835364
36 | 14930352 | 33385282 | 76 | 3416454622906 707 | 7639424778 862807
37| 24157817 | 54018521 | 77 | 5527939700884 757 | 12360848946 698171
38 | 39088169 | 87403803 | 78 | 8944394 323791464 | 20000273 725560978
39 | 63245986 | 141422324 | 79 | 14472334024 676221 | 32361 122672259 149
40 | 102334155 | 228826 127 | 80 | 23416 728 348467 685 | 52 361 396 397 820 127




n F, L,

81 37889062 373 143 906 84722519070079 276
82 61 305790721611 591 137083915467 899 403
83 99194 853 094 755497 221806 434 537978679
84 160 500 643 816 367 088 358 890 350 005 878 082
85 259695496 911 122 585 580696 784 543 856 761
86 420196 140 727489673 939 587 134 549 734 843
87 679891 637638 612 258 1520283919093 591 604
88 1100087778 366 101 931 2459 871053 643 326 447
89 1779979416004 714 189 3980154972736 918051
90 2880067194 370816120 6440 026 026 380 244 498
91 4660046610375530309 | 10420180999117 162 549
92 7540113804746 346429 | 16860207 025497407 047
93 12200160415121876 738 | 27280388024 614 569 596
94 19740274219868 223167 | 44 140595050111976 643
95 31940434 634990099905 | 71420983074 726 546 239
96 51680708 854 858 323072 | 115561 578 124 838 522 882
97 | 83621143489848422977 | 186982561 199 565 069 121
98 | 135301852344 706746 049 | 302544 139 324 403 592 003
99 | 218922995834 555169 026 | 489 526 700 523 968 661 124
100 | 354224848 179261915075 | 792070 839 848 372253 127

Teraz zdefiniujemy liczby Fibonacciego i Lucasa o wskaznikach catkowitych.

Definicja 5 Liczby Fibonacciego o wskaznikach catkowitych definiujemy za pomocq row-
nania F,, = F,io — F,i1, gdzie n jest liczbg catkowitq. Dla wskaznikow naturalnych ta
definicja pokrywa sie z definicjg ciggu Fibonacciego.

Przyklad 6 Z powyiszej definicji tatwo otrzymujemy:

F, = kK- F = 1 - 1 = 0
F, = - F = 1 - 0 1
Fy = F,— F, = 0 — 1 = -1
Fg = F,—F, = 1—- (=1) = 2
Fyu = Fy— F3 = -1 — 2 = =3
F_5 = F_3— F_4 - 2 — (—3) — 5
Feg = F,4— F5; = -3 — 5 = =8
F. = Fs— Fg = 5 — (=8 = 13
Fg = F¢g— F; = -8 — 13 = =21
Fog = F,— Fg = 13 — (=21) = 34

= Fg— Fqg9g = =21 — 34 = -55

Definicja 7 Liczby Lucasa o wskaznikach calkowitych definiujemy za pomocq réwnania
L, = L,io— Ly, gdzien jest liczbg catkowitq. Dla wskaznikow naturalnych ta definicja
pokrywa sie z definicjq ciggu Lucasa.



Przykltad 8 Wobec powyziszej definicji mamy
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Rozdziatl 4

Podstawowe wtasnosci liczb
Fibonacciego i Lucasa

W tym rozdziale dowodzimy podstawowych wtasnosci liczb Fibonacciego i Lucasa.
Z wickszosci sposrod nich skorzystamy przy dowodzeniu innych wlasnosci liczb Fibonac-
ciego i Lucasa w kolejnych rozdziatach.

Nastepujace dwie state okazuja sie by¢ bardzo uzyteczne w dowodzeniu wtasnosci
liczb Fibonacciego i Lucasa.

o s . . .o . i 145 _ 1-/5
Definicja 9 Stale liczbowe o 1 3 definiujemy nastepujgco: o = =52, = 5=,

Teraz dowiedziemy pewnych elementarnych faktow odnosnie powyzszych dwoch sta-
tych.

Fakt 10 o+ = 1

Dowéd. a+ (= LtV5 | 17\/5:%:1 (]

Fakt 11 a— 3= 5

2
5
B

DOW(’)d.Oé—B: 1+2 — 3 :T:\/g |

Fakt 12 af = -1

Dowéd. af = 155156 = 15— =

Fakt 13 o> = a+ 1

2:(1+2\/5)2:1+2\/5+5:3+2x/5:1+2\/3+ 1= a+ 1 -

Dowdd. o i

Fakt 14 32 = 3+ 1
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Dowdd. 52 _ (1—2\/5)2 _ 1= 2\4/54-5 _ 3—2\/5 _ 1—2\/5+ 1= 68+ 1 -

Twierdzenie 15 Jezeli x° = x+ 1, to dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy
"= Fa+ F,_ 4.

Dowéd. Powyzszego twierdzenia dowodzimy indukcyjnie.

Dlan=2mamy 2" = 2°= 2+ 1= loa+ 1= Fa+ F.

Zalézmy, ze n > 2ia" = F,x + F,_,. Pokazemy, ze 2" = F, v+ F,.

Latwo uzyskujemy 2"t = za™ = z(F,a+ F,_1) = F,2*+ F,_1v = F,(z+ 1)+ F,_1x
= (Fha1+ B+ F,= Foarz+ F,. ]

Ponizsze dwa wnioski wynikaja bezposrednio z twierdzenia 15 oraz z faktéow 13 i 14
odpowiednio.

Whniosek 16 Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy
o= F,a+ F,_;.

Whniosek 17 Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy
g" = F.B+ F,_1.

Teraz zdefiniujemy pewne pojecia z teorii liczb, ktore bedg nam potrzebne do formu-
towania i dowodzenia pewnych wtasnosci liczb Fibonacciego.

Definicja 18 Mdowimy, Ze liczba naturalna a dzieli liczbe naturalng b (piszemy alb), jesli
istnieje liczba naturalna c taka, ze b= c- a.

Definicja 19 Najwickszym wspolnym dzielnikiem liczb naturalnych a i b (oznaczanym
przez (a, b)) nazywamy takq licze naturalng c, zZe cla i c|b oraz dla kaZdej liczby naturalnej
d takiej, ze d|a i d|b, mamy d|c (réwnowaznie d < c).

Definicja 20 Niech a i b bedg liczbami naturalnymi. Jezeli (a,b) = 1, to mowimy, Ze
liczby a i b sq wzglednie pierwsze.

Fakt 21 Dla dowolnych liczb naturalnych a i b takich, ze a < b mamy (a,b) = (b—a,a).

Dowdéd. Poniewaz (a,b)|a i (a,b)|b, to (a,b)|(b—a). Zatem (a,b)|(b—a) i (a,b)|a. Skoro
dla kazdej liczby naturalnej x takiej, ze x|(b—a) i x|a mamy x|(b a,a), to (a, b)](b a,a).
Poniewaz (b — a,a)|(b —a) i (b — a,a)|a, to (b — a)|b. Zatem (b —a,a)lai (b—a)lb.
Skoro dla kazdej liczby naturalnej y takiej, ze yla i y|b mamy y|(a,b), to (b — a,a)|(a,b).
Poniewaz (a,b)|(b —a,a) i (b — a,a)|(a,b), to (a,b) = (b—a,a). u

Ponizsze twierdzenie mowi o tym, ze dowolne dwie kolejne liczby Fibonacciego sa
wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 22 Dla kazdej liczby naturalnej n mamy (F,, Fy41) = 1.
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Dowdéd. Oczywiste jest, ze (F,, Fry1)|Fn i (Fo, Frs1)|Fati1. Z tego wynika, ze
(Fn,Fn+1)|F3 i (Fn,Fn+1)|Fn_1Fn+1, WIQC takze (Fn,Fn+1)|(Fn_1Fn+1 — Fg) = (-1)”
= +1. Poniewaz (F,, Fy,.1)| £ 11 (F,, F.41) jest liczba naturalna, to (F,, F,11) = 1.

Teraz dowiedziemy tego twierdzenia innym sposobem.

Z faktu 21 wynika, ze dla dowolnych liczb naturalnych a i b takich, ze a < b mamy
(avb): (b_a’a’)' Mamy (FnaF'fH—l): (Fn+1_ FnaFn): (Fn—th): e = (F37F4>
= (FQ,Fg) - (1,2) = ]_ ]

Nastepujace dwa twierdzenia to jawne wzory na dowolny wyraz ciggu Fibonacciego
(Lucasa, odpowiednio).

Twierdzenie 23 (formutla Bineta dla ciagu Fibonacciego) Dla kaZdej liczby natu-
ralnej n mamy
a — ﬂn

a— [

Dowdd. Powyzsze twierdzenie udowodnimy indukcyjnie. L
Dlan =1 mamy =2 = 1= F,. Dlan = 2 uzyskujemy % = a+ = 1= F,.

a— a—
anfl_ ﬁ'nfl am— Bn

Zatozmy, zen > 21 F,_1 = p— a3
antl_ 577“0-1

F, =

oraz I, = . Pokazemy, ze F, 1

a— (3 '
Korzystajac z definicji ciagu Fibonacciego, z zalozenia indukcyjnego, oraz z faktow 13

n— n— n n n—1 _Aan—1
i 14, otrzymujemy F, .1 = F, 1+ F,= % al__% -+ - g = o0+ Z)_% 1+ 5)
n—1_2_ n—1.732 n+1_ n+1
— a aai g ﬁ — o — g = FTL+1 | |

Twierdzenie 24 (formutla Bineta dla ciagu Lucasa) Dla kaZdej liczby naturalnej n
mamy
L,= oa"+ ("

Dowé6d. Powyzsze twierdzenie udowodnimy indukcyjnie.

Dlan =1mamy L, = a"+ ("= a+ (= 1= L;. Dlan = 2 otrzymujemy
Ly=a"+ "= o’4+ *= a+ 1+ f+ 1= 3= Ly

Zalézmy teraz, zen >2i L, = o™ '+ " !oraz L, = o+ [". Pokazemy, ze
Ln+1 = ot + ﬁn-{—l.

Korzystajac z definicji ciggu Lucasa oraz z zalozenia indukcyjnego, dostajemy L,
= Lya+ Ly = a" '+ 714 o'+ 5" = (1+ a)a™ '+ (14 f)8" ' = o®a™ '+ 525!
— qntl g grtt -

Ponizsze dwa twierdzenia to jawne wzory na liczbe Fibonacciego (Lucasa, odpowied-
nio) o dowolnym wskazniku catkowitym.

Twierdzenie 25 (uogdlniona formuta Bineta dla liczb Fibonacciego) Dla kazdej
liczby catkowite; n mamy
F, = u‘
a—
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Dow6d. Wobec twierdzenia 23 wystarczy wykazac, ze dla kazdej catkowitej nieujemnej
liczby n mamy F_, = < ::% " Dowiedziemy tego indukeyjnie.
Dlan=0mamy F_, = Fo= I, — Fi=1— 1= 0,

_ﬁ—n Oéo_ﬁo_ 1— 1

a— 7 a— B " a-p5"
Dla n = 1 tatwo otrzymujemy F_, = F 1= F; — Fy= 1— 0= 1 oraz

—p ol gt f- a

— = = 1.
a— f3 a— f3 afla— B) = =%

—n+2__ —n—+2
a B

a— g

z . . . —n+1__3—n+1
Zatozmy, zen > 11 F_, 10 = %
Fo, = o5~

Korzystajac z definicji liczb Fibonacciego o wskaznikach catkowitych oraz z zalozenia

indukcyjnego dostajemy

oraz F_ 11 = . Pokazemy, ze

—n+2 n+2 —n+1 n+1
Fn= Fpr= Fan= S g R g
_(@—a)a— (P— BF" (et 1- a)a"— B+ 1- HFT _ an— §
B a— f B a— f - a— 3

Twierdzenie 26 (uogdlniona formula Bineta dla liczb Lucasa) Dla kazdej liczby
catkowite; n mamy

L,= o"+ §"

Dowdéd. Wobec twierdzenia 24 wystarczy wykazaé, ze dla kazdej catkowitej nieujemnej
liczby n mamy L_, = o™ + [7". Dowiedziemy tego indukcyjnie.

Dlan=0mamy L_, = Lo= Lo— L1 = 3-1=2,a "+ "=a"4+3"= 1+41= 2
= Lyg. Dlan =1 otrzymujemy L_, = L, = L1 — Ly= 1— 2= -1 oraz
a7t B = a7l4 Bl = 28 = a(B+ 1)+ (a+ 1) = af+ a+ af+ = -

Zatézmy, zen > 11 L_p0 = a2 4+ "2 oraz L_,.; = o "t + 37"+ Poka-
zemy, ze L_, =a "+ (7"

Korzystajac z definicji liczb Lucasa o wskaznikach catkowitych oraz z zalozenia in-
dukcyjnego otrzymujemy L_, = L_p40 — L_p4 = o "2 4 pg77+2 - g7nfl . gontl

= (= a)a+ (= P)F7" = (at+ 1-a)a™+ (B+ 1= f)F" = o+ 7" =

Nastepujace trzy fakty beda nam potrzebne do tego, by udowoni¢ kolejne wzory na
n-ta liczbe Fibonacciego (Lucasa, odpowiednio).

Fakt 27 Dla kazdej liczby naturalnej n mamy
—G" 11
CAS —== .
a— ( 2 2)
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Dowéd. Powyzszy fakt udowodnimy indukcyjnie.
/5

-
Dla n = 1 mamy _ﬂ;:a:ﬂﬁz _\/é :% 2\/— Nlerownosc%—#>—%

jest rownowazna nieréwnosci 2v/5 > 1, ktorej prawdziwosé jest oczyW1sta Nieréwnosé

% — 2\—[ < 3 takze jest oczywista. Dla n = 2 otrzymujemy ﬁfg = aiﬁﬁ = ;ﬂ:ﬂl

I e SO 3 Nierd a1 . , : o

= T = 5~ 35 Nierownos¢ ; — 2—\/5 > —5 jest réwnowazna prawdziwe;

nieréwnosci 2v/5 > 3. Nieréwnosé 1 — % < % jest oczywista.

Zalézmy, ze n > 11 a__—ﬁnﬁ S (—% %) Wystarczy teraz pokazaé, ze *BH; € (—%; %)

Oczywista jest rownosc¢ —;/5; n? = 52; . Liczba (3% jest dodatnia. Poniewaz
af,ﬂ% € (—3i3) to ;ﬁjH (—30% 367). Latwo dostajemy F=p+ 1= 1511
n+2
= =5 < 1, bo3— \F<22atem( 1) C (—hh i e (- 252 12)
c (_%7 %) u

Fakt 28 Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy

. 11
v E(_Eé)

Dowdd. Powyzszy fakt udowodnimy indukcyjnie.

Dlan = 2mamy " = (2 = [+ 1 = % + 1 = 3_2\/5. Nieréwnosé
% > —% jest réwnowazna prawdziwej nieréwnosci v5 < 4. Nieréwnosé 3’2—\/5 < %
jest réwnowazna prawdziwej nieréwnoééi v/5 > 2. Dla n = 3 latwo otrzymujemy
fr= = F+ =20+ 1= 2- 1\/_+ 1-2—[N1erownose2—\/3> —%

jest réwnowazna prawdziwej nieréwnosci 5 > 2v/5. Nieréwnoéé 2 — /5 < 3 L jest réwno-

wazna prawdziwej nieréwnosci 3 < 2v/5.
Zalozmy, ze n > 21 " € (—3;3). Wystarczy pokazaé, ze "2 € (—3; %)
Oczywiste jest, ze f""2 = (. 3". Liczba (3? jest dodatnia. Poniewaz 3" € (—3;3),
1
2

to 3"*? € (—306% 36%). Z dowodu faktu 27 wiemy, ze (—36% 13%) C (—31;1). Poniewaz
A" € (=5 3)s to ﬁ"” € (—30%350%) C (—353)- u

Fakt 29 Dla kazdej liczby naturalnej n > 4 mamy

11
50" —— = .
V50 e( 2,2)
Dowdd. Powyzszy fakt udowodnimy indukcyjnie.
Dla n = 4 mamy /53" = \/554 — VB(FiB+ F3) = V5(30+ 2) = B(335E1)

= 7\/_ 15 Nier6wnogé 7‘/_ 2> — % jest réwnowazna prawdziwej nieréwnosci v/5 > 2.

Nlerownosc MT’ < 5 Jest réwnowazna nieréwnosci 7v/5 < 16, ktéra jest prawdziwa,
jako ze 245 < 256. Dla n = 5 mamy /53" = V53° = V5(Fs8+ Fi) = /5(56+ 3)
NG 5752&) _ 11f . Nieréwnos¢ 11‘/52’ 2 > —1 jest réwnowazna nieréwnosci
11v5 > 24, ktéra jest prawdmwa, jako ze 605 > 576. Nierownos¢ nzﬂ < % jest
réwnowazna nieréwnosci 1175 < 26, ktora jest prawdziwa, jako ze 605 < 676.

14



Zalozmy, ze n > 41 V56" € (—1;1). Nalezy teraz pokaza¢, ze V55" € (—1;1).

272

Oczywidcie v53""2 = (2.1/53". Liczba 3? jest dodatnia. Poniewaz v/54" € (—1; 1),
to V56" € (=362 15%). Z dowodu faktu 28 mamy (—18%18%) C (—3;1). Poniewaz
B (hid) 1o 51 € (<4 ). "

Nastepujace cztery twierdzenia to kolejne wzory na n-ta liczbe Fibonacciego (Lucasa,
odpowiednio).

Twierdzenie 30 Dia kazdej liczby naturalnej n mamy

a” 1
F,= |—+ =1|.
]
Dowdd. Niech n bedzie liczba naturalng. 7 formuly Bineta mamy F, = a(jfﬁ " 7 faktu

27 mamy i € (—3,3). Teraz otrzymujemy % < ﬁ + i< OBl 4 1, astad
+ 3]
2

+ 1] jest hczb@ naturalnq, aF,iF,+1
sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to F,, = Lf‘/—% + %J [ |

Twierdzenie 31 (Hoggatt) Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy

1
L, = " —1.
{a%—QJ

Dowdéd. Niech n bedzie liczbg naturaln@ taka, ze n > 2. 7 formuly Bineta mamy

L,= o™+ (3" 7 faktu 28 mamy 3" € (—= 3 5) Teraz otrzymujemy o” + (" < a™ + %

< a"+ "+ 1,astad L, < [@"+ 3| < L,+ 1. Poniewaz |[a" 4+ 3] jest liczby

naturalna, a L, i L, + 1 sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to L, = |a™ + %J [ ]

Twierdzenie 32 Dia kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy

1
Fn+1: \‘Oan*I» §J .

Dowdéd. Niech n bedzie liczba naturaln@ 7 formuty Bineta mamy F, = a;: gn oraz
Frp = =0 Mamy Fyy = @000 0ol gp, 4 2D o gF, 4+ g

a— a— B
Otrzymujemy aF wt 0" < aF, —|— < a"F,+ "+ 1,astad F,,;; < LaFn—l— 2J < F,1+ 1.
Poniewaz |aF;, + %j jest liczba naturalneg, a 111 F,1+ 1sa kolejnymi liczbami na-

turalnymi, to F,4y = |oF, + 3] u

Twierdzenie 33 (Hoggatt) Dla kazdej liczby naturalnej mamy

1
Ln+1 = \‘O‘Ln + §J .
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Dowé6d. Niech n bedzie liczba naturalng. Z formuly Bineta mamy L, = o" + (" oraz
Lo = o™+ grtl Mamy takze L, = a(a"+ 8)— af™+ " = al,+ (8— a)p”
= aF, — 53" 7 faktu 29 wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 mamy
—VBB" € (=%;1), a to jest réwnowazne temu, ze 53" € (—1:1). Otrzymujemy
al,+ (6—a)f" < aL,+ % < al,+ (f— a)f"+ 1,astad L,y < |aL,+ %J < Lpiq+ 1.
Skoro |aL, + %] jest liczbg naturalng oraz Ly i Lyy1 + 1 sa kolejnymi liczbami natu-
ralnymi, to L,.1 = |al, + %j =

Ponizszy fakt bedzie nam potrzebny do obliczenia granicy stosunku dwoéch kolejnych

liczb Fibonacciego (Lucasa, odpowiednio) przy wskaznikach dazacych do nieskoniczonosci.

lim (é) =0
n—o0 (8%

Dowéd. Wystarczy udowodni¢, ze g € (—1;1). Mamy g = & = -3 = —p-1

aB
\/52_ f- 1= —\/32_ ’ —‘/_2_ 2> 11 @ < 1 sa rébwnowazna nieréwno-

Fakt 34

. Nieréwnosci

$ciom Vb — 3> —21+v5— 3 < 2, odpowiednio. Obie te nieréwnosci sa réwnowazne
nieréwnosci /5 > 1, ktérej prawdziwosé jest oczywista. [ ]

Nastepujace dwa twierdzenia mowig o granicy stosunku dwoch kolejnych liczb Fibo-
nacciego (Lucasa, odpowiednio) przy wskaznikach dazacych do nieskoriczonosci.

Twierdzenie 35
1. Fn+1 o
im = «

oo [,

Dow6d. Mamy

O/H-l, n+1
R . Tah o amtio gt e g
lim = lim W = lim 0 = lim /604 .
n—oo n n—00 p—c n—oo " — ﬁ n—oo | — (5)”
. T B ) a—B(2)n
Z faktu 34 wiemy, ze lim,, _(Z)" = 0, a zatem lim,, 1_(5‘)” = o. [ ]
Twierdzenie 36 I
lim =2+ —
Dowdéd. Mamy
 Lpg . atthy gt a+ B2
lim = lim —— =1 —Ba ——
n—oo L, n—oo Q"4 (" n—oo ] 4 (E)n
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Rozdziatl 5

Indukcyjne dowody wtlasnosci liczb
Fibonacciego

Wszystkich wlasnosci liczb Fibonacciego w tym rozdziale dowodzimy indukeyjnie.

Nastepujace dwa twierdzenia to wzory na dowolng liczbe¢ Fibonacciego o indeksie nie-
parzystym (parzystym, odpowiednio).

Twierdzenie 37 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy
Fony = Fp+ Fiy

Dowdéd. Dlan =1 mamy Iy, = Fy= 2= 1>+ 1= F?+ Fj= F:+ F?,. Dla
n=2mamy Fo,y1 = Fy= 5= 12+ 22= F}+ [} = F:+ F7,

Zalozmy, zen > 21 Fy, y = F?> , + F?i Py = F2+ Fr?—i—l‘ Pokazemy, ze
Fonys = FPo +Fpy.

Z deﬁnlql liczb Fibonacciego mamy Fb,13 = Fb,1 + Fonio. Ponownie stosujac defi-
nicje liczb Fibonacciego, otrzymujemy réwnos¢ Fy, i1 + Fopio = Foper + Fon + Fopia.
Korzystajac z tego, ze Fy, = Fy,y1 — Fo,_ 1, dostajemy 2F5, 11+ Fop, = 2F5, 01+ Fopin
— Fyy 1 = 3Fy,1— Fy, 1. Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze 3Fy, 1 — Fy, 1 = 3(F?
+ F2.)— (Fi,+ F2) = 2F2+ 3F2, — F?_,. Stosujac proste przeksztalcenia wykorzy-

stujace jeden ze wzoréw skroconego mnozenia, otrzymujemy 2F2 + 3F?2 +1 F? = F?

+ 2F2 + F24+ F2\— F? | = F?4 2F% |+ (Fy,+F,41)?— 2F,F, 11— F2_,. Stosujac de-
finicje ciagu Fibonacciego, otrzymujemy wyrazenie F + 2F7 | + FnJr2 2F WFoii— F2 .

Korzystajac z tego, ze Fp1 = F,_q1 + F,, dostajemy F? , + F?+ 2F, 1 (F,o1+ F,)

— 2F, Fhyq — Fn 1= F2+2—|— F2—|— 2F, 1Fhq— Fn . Poniewaz F,, 1 = F,_1+ F,, to
F2 4+ F2+4 2F, Fo— F2 = F? ,+ F?+ 2F, (F,.1+ F,)— F2? = F? ,+ F?

+ F? |+ 2F, \F,. Ponownie stoqu@c wzor na kwadrat sumy, otrzymujemy F72., + F2
+ F2 .+ 2F, 1 F, F2+2 + (F,_1 + F,)? Stosujac definicje liczb Fibonacciego,
dostajemy F2 , + F2, n

Twierdzenie 38 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy

Fa= P2~ P2

n—1-
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Dowéd. Dlan =2 mamy Fy, = F, = 3= 22— 1>= F?— F}= F?,— F? . Dla
n=3mamy Fy, = Fg= 8= 3*— 1= F}— F§= F? — Fﬁfl.

Zalozmy, ze n > 31 Fop_o = F2 — F? , oraz Fy, = F? , — F?_,. Pokazemy, ze
Fonia = F7%+2 - Fﬁ

Wykonujac przeksztatcenia podobne do zastosowanych w dowodzie poprzedniego twier-
dzenia, mamy Fo,10 = Fo,+ Fopi1 = Fop+ Fop 1+ Fop = 2F5,+ Fo,— Foy o0 = 3F5,
— Fon o= 3(Fpy — )= (FP—F7_y) = 3F} = 3F._— Fp+ F 5 = 3F; 1= 3(Fup
— Fo)?+ (F,— F0)>— F} = 3F; = 3F? = 3F}+ 6F,F 1+ Fi+ F)_— 2F, 1 F,— F}
= 6F,Fyy1— 2F*+ F? |—2F, F,— F? = GF,F,,1— 2F*+ (Fn+1— Fn)Q— 2F, F,— F?
= 6F,Fhy1 — 2F? + F2 o+ F2— 2F,Fo 1 — 2F, .\ F,— F!= AF,F, 1+ F.,,— F?
— 2F, 1 F,— F? = 2F,F 1+ F2 — F2+ 2(E Fop— FooiFy)— F2 = 2F,F i+ F2,
- F?+ 2F,f— F?= (F,+ Fop1)*— F?= F2,— F. [ ]

n n

Twierdzenie 39 Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 mamy
3F, = F, 2+ Fn+2-

Dowéd. Dlan =3 mamy 3F, = 3F3= 3-2= 6= 14+ 5= F1+ F5s= F, o+ F,.o.
Dlan =4 mamy 3F,, = 3F;, = 3-3= 9= Fo+ Fy= F, o+ F,io.

Zatézmy, zen > 413F, 1 = F, 3+ F,.113F, = F, o+ F, 5. Wystarczy pokaza¢,
7€ SFn+1 = n—1 T Fn+3.

Kilkukrotnie korzystajac z definicji liczb Fibonacciego oraz z zalozenia indukcyjnego,
otrzymujemy 3F, 1 = 3(F,_1+ F,) = 3F, 1+ 3F, = F, 3+ Fo,1+ Fy o+ Foo= (F_3
+ Foo)+ (Fapr+ Fope) = Foor+ Foys. ]

Ponizsze twierdzenie to wzér na sume dowolnej liczby poczatkowych liczb Fibonac-
ciego.

Twierdzenie 40 (Lucas, 1876) Dia kazdej liczby naturalnej n mamy

zn:-Fz: Fn+2_1-
=1

Dowdéd. Dlan=1 mamy ) ;" 1F’ = ZZ Fi=F=1=2-1=F-1= F,»,— 1L
Zatormy, zen > 113" = F,i9 — 1. Pokazemy, ze S/ Fi = Foi3— 1.
Stosujac zatozenie indukeyjne i definicje ciagu Fibonacciego, dostajemy Z"+1 F;
= Y Fi+ Fopn=Foo— 14 Fopy= Foys— L u

Nastepujace dwa twierdzenia to wzory na sume dowolnej liczby poczatkowych wyrazow
ciagu Fibonacciego o wyrazach nieparzystych (parzystych, odpowiednio).

Twierdzenie 41 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

Y Fui= Fu.
i=1
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Dowéd. Dla n=1 mamy > | Fy_1 = Zl i = Fi= 1= Fg— s,
Zatbzmy, zen > 11 " ng 1 = F,. Naleze pokazad, ze Z il o F2n+2
Podobnie jak w dowodz1e poprzedniego twierdzenia, tatwo dostajemy Z ik L Fyy

= > B+ Fonpr = Fon+ Fopp1 = Fopgo. u

Twierdzenie 42 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

> Fy= Fyi— L

Dowéd. Dlan=1mamy S Fy = S Fo= Fo= 1= 2—1= F3— 1= Fyyy— 1.
Zatbzmy, zen > 11 ¢ | Fy; = Fy,11 — 1. Pokazemy, ze Z"H Fyy = Fo,i3— 1.
Latwo widaé, ze Z"H Fgl

= Y P+ Foppo= Fonp1— 14 Foppo = Foppg— 1. u

Ponizsze twierdzenie dotyczy réznicy pomiedzy kwadratem dowolnego wyrazu ciggu
Fibonacciego, a iloczynem jego poprzednika i nastepnika.

Twierdzenie 43 (regula Cassiniego) Dla kazidej liczby naturalnej n > 2 mamy
FoFpq— F2= (-1)"

Dow6d. Dlan=2mamy F,, F, 41— F?= FF3— Fi=12-12= 1= (-1)?= (-1)"
Zatézmy, zen > 21 F,_1F,41 — Fg = (—1)". Wystarczy pokazaé, ze F, F, o — F2
- (.
Stosujac kilkukrotnie definicje ciagu Fibonacciego, a na koncu zatozenie indukcyjne,
mamniy FnFn+2_ F2+1 = Fn(Fn—" Fn+1)_ Fn+1(Fn—1+ Fn) = Fr%—'— FnFn+1_ Fn—an+1

n

— B F= F?— F,  Foyy= —(F 1 Fp — F?)=—(—1)"= (=1)"% ]

n

Ponizsze twierdzenie to wzér na sume kwadratéw dowolnej liczby poczatkowych liczb
Fibonacciego.

Twierdzenie 44 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

anFf — FoFop.

=1

Dowéd. Dlan =1mamy Y 2= S,  F2= F2= 1= 1-1= FiF,= F,F,,,.
Zatozmy, zen > 11 >0, F2 'R wEny1. Pokazemy, ze SV E2 = F, 0 Fy .
Stosujac zatozenie mdukcyjne oraz definicje ciggu Fibonacciego, otrzymujemy » " ntl F?

= Zz:1F2+F2—|—1_ FFn+1+ Fn+1_ Fn+1(F + Fn+1)— n+1Fn+2 u
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Rozdzial 6

Algebraiczne dowody wtasnosci liczb
Fibonacciego

W tym rozdziale prezentujemy algebraiczne dowody wtasnosci liczb Fibonacciego, czyli
dowody w ktorych korzystamy z formuty Bineta.

Twierdzenie 45 Dia kazdej liczby calkowitej n mamy

3F, = F, o+ Fn+2-

n—2_ Agn—2 n+2__ n—+2
a B a B

Dowdd. Z formutly Bineta wiemy, ze F,, o+ Fj, 10 = o e Wytaczajac
wspolny mianownik przed nawias otrzymujemy wyrazenie -=5[a""*(1+ a*)— 4" 7*(1+ *)].
Korzystajac ze wzoru na n-ta potege liczby « (8, odpowiednio), otrzymujemy réwnosé
a1+ af) = (L4 BN = Zgle" (L Fat B)— %1+ Fif+ 1))

= B[a”’z(?)oz + 3)— B" %38+ 3)]. Wiedzac, ze o+ 1= a? oraz 3+ 1 = 3%
otrzymujemy wyrazenie —> z(a" — 3"). Mamy — 5(04” - /") = 3“;: gn, €O na mocy
formuty Bineta jest réwne 3F),. [ ]

Ponizsze twierdzenie to wzér na sume dowolnej liczby poczatkowych liczb Fibonac-
ciego.

Twierdzenie 46 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

iE: Fn+2_1-
=1

Dowdd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:
2

a . a_ a2

Ba_ﬂ_ocﬁ_ a,
_ 2

175__5'
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Mamy

2

1

= I+ Fh+ ..+ F+ F,

o o— 5 042— 62 a— /8"

= aIB—i_ a_ﬁ+"‘+7a—ﬁ

= sglat a®+ o+ a" = (B+ B+
- T

= apl (@ —1)— F(F" 1)

o am +2 Bn+2 B 0427,32

- a—p3 a—03

= Fn+2_ F2

= Fn+2_ ].

-+ /)]

Nastepujace dwa twierdzenia to wzory na dowolng liczbe Fibonacciego o indeksie nie-
parzystym (parzystym, odpowiednio).

Twierdzenie 47 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

> Fyi= Py
=1

Dowd6d. Beda nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:

o] -
1—a?
B8 _
152 —

[0}

= & - _
l-a—1 o 1’

—1.

—Q

Stosujac formute Bineta, tatwo dostajemy

2 im Foin

Fi+ Fo+ Py 3+ Foy g

Z: ,B + aa: 23 _l_ + a2n—2: g2n—3 —;: an—l
2n

—/@(O[ 1— oz2 - 51_662)

agla® = 41— 1)

2

n-

.+ ﬁ2n73+ ﬁ2n71)]

Twierdzenie 48 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

> Fy= Fyui— L
i=1

Dowdd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:
2 2

a2

1—a?2 =
132
1—32

o

__ «

l—a—1

= -8

_a7

—

21



Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, tatwo otrzymujemy

Do o = F2+ Fi+ .+ Fop o+ Fyy,
. a _ 52 Ot4— 64 a2n72_ ﬁ2n72 Ot2"— 6271
= ﬁ+ a_ﬁ—l—...—i— o + o
2\n 1—
(st sy
— ( 2n+1 _ ﬂ2n+1+ 6)
2n+1_ /62714»1 ﬂ—_Oé
a—0 a—0
= F2n+1 -1

— | —Q
|

Q
Q

QQ

Ponizsze twierdzenie dotyczy réznicy pomiedzy kwadratem dowolnej liczby Fibonac-
ciego, a iloczynem jej poprzednika i nastepnika.
Twierdzenie 49 (uogdlniona reguta Cassiniego) Dia kazdej liczby catkowitej n mamy
FoaFpq— F2= (-1)"

Dowdd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:
2 2 Ol2

—? = Tad " e T W
2 b
Mamy
— n—1 an+1_ n—+1 a—@3"
FoyFop— F2 = & =0 o o0 (2
_ _15)2 [&2n+ 6271_ an—lﬁn—&—l _ an—i—lﬁn—l _ a2n_ 6271_‘_ 2(0&5)”]
= (@) 18 + %) + 2(af)"]

Am|Hm|m

[=3(af)" ! + 2(af)"] = T

3/-\

—1".

|
Nastepujace dwa twierdzenia to wzory na dowolng liczbe Fibonacciego o indeksie nie-
parzystym (parzystym, odpowiednio).
Twierdzenie 50 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby calkowitej n mamy
Fonn = Fy+ F}

Dowdéd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:
1+a2 (1+a2) (1+o¢2)

a—B ~ a?-ap a?+1 @,
1452 _ BA+A?) _ BO+8%) _ 3
o= T ep—p? . -1
Otrzymujemy
2 9 o n_ Bn\9 n+1__ ﬁnJrl 2
o+ Fia = (%) + (—=F—)

a—lﬁ) [a2n+52n (Oéﬁ)n—l— a2n+2+52n+2+2(aﬁ)n+1]

_ O616[052n1-‘r04 + 2( )n+ ﬁ2n1a+_5; . 2(_1)n]
2n+1 /62n+1

a—p
Fony1.

—~
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Twierdzenie 51 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby calkowitej n mamy
Fop = Fiﬂ— FS—I

Dowdd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:

i1 2 (2)? a2 (=82 _ o?— p? _
(aa_ﬁ)az_ agﬂ_a—ﬁ_ag,@_ a— B3 a— B —Oé—{—ﬁ 1
o U ¢ ) S Y o) S I R N _
- F - B aF B af= ap = am = —la+tpf=-
amy
2 2 n+1_ n—+1 2 n—1_ n—1 2

[ 2n+2_‘_52n+2 (aﬁ)n—l-l _ a2n—2_ ﬁQn—2+ 2(aﬁ)n—1]

4
2n a4+1 5271 2((;6_5)152 +2<_1)n—1]

(a— )
g[

a— ﬁ
— an.

Ponizsze twierdzenie to wzér na sume kwadratéw dowolnej liczby poczatkowych liczb
Fibonacciego.

Twierdzenie 52 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy
Y FP= FyFo.
i=1

Dowdd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:

2
1_(12a2: 1_a—:;_11:aja1:_1_é:_a_ﬁ+ ﬁ:_a7
B _ g+1 _ B+1 _ 1 _ _
TET a1 5 = L— 5= —a—- f+a=-f
2a3 — —2 —
1— af - (-1

Korzystajac z formuly Bineta, otrzymujemy

Sr o FP o= FiP+ Fi4+ ..+ F?
(E=0)2 4+ (£=L)2 4 4 (D=L
agpla® + B = 2(ap) + o'+ ' — 2(ap)?
a4 B — 2(apB)”]
m{a%t at+ 4 a4+ BP4 pA L+ B
= 2B+ (af)*+ ..+ (aB)"]}
1 21— (a2)" ﬁ2 1- (62)” — 208 1—_aﬁ) )]

I+

= el
_ ol a®)- 6(1 ﬁQ")Jr 1- (aﬁ)
o (a— B)?
i —a+ 042"+1 6+ 62n+1+ 1— (Ocﬁ)"
- (=)
. n+l+ B2n+l (a,@)"

(a— )2

o214 g7 (ap)n(at )
2

(o= B)
OC2n+l_;'_ B2n+l n+1/@n_ an6n+l
2
a— ﬁ" n+1_ ﬁnJr)l
a— (3 a—
F,F,..
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Rozdziat 7

Kombinatoryczne dowody wtasnosci
liczb Fibonacciego

W tym rozdziale prezentujemy kombinatoryczne dowody wtasnoéci liczb Fibonacciego.

Rozpatrzmy klocki domina o wymiarach 2 X 1 i pole o wymiarach 2 X n, gdzie n
jest liczba naturalng. Kratki naszego pola sa oznaczone nastepujaco: gérne od lewej do
prawej liczbami 1,2, ...,n, a dolne od lewej do prawej symbolami 1’,2',....,n'. Przez ko-
lumne o indeksie ¢ rozumiemy zbiér dwbdch kratek o indeksach i oraz i’. Przez pozycje
klocka domina rozumiemy zbiér pol, na ktorych ten klocek lezy. Pokrycie pola to zbiér
pozycji klockéw domina, ktére pokrywaja to pole. Dwa pokrycia sg rézne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie zbiory pozycji sa rézne. Niech a,, bedzie liczbg réznych pokryé
pola o wymiarach 2 x n. Ilustracje z rysunku pierwszego pokazuja, ze a1 = 1, as = 2

i a3 = 3. Przyjmujemy takze, ze ag = 1.
Lemat 53 Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 mamy a, = ap_o+ ap_1.

Rysunek 1

Dowdd. Jesli chcemy pokryé pole o wymiarach 2 x n, to klocek domina na polu 1
mozemy potozy¢ poziomo (rysunek 2) albo pionowo (rysunek 3).

Rysunek 2

Rysunek 3
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Jesli klocek domina na polu 1 lezy poziomo, to musimy pokry¢ pozostate pole o wy-
miarach 2 x (n — 2). Jest a,_» mozliwosci dokonania tego.

Jesli ten klocek lezy pionowo, to musimy pokryé pozostate pole o wymiarach 2x (n—1).
Jest a,_1 mozliwosci dokonania tego.

Dodajac te liczby, otrzymujemy réownosé a,, = a,_o + ap_1. [ ]
Twierdzenie 54 Dla kazdej liczby naturalnej n mamy a, = F,1.
Dowéd. Poniewaz a; = 1 = Fyiay = 2 = Fj oraz ta sama rekurencyjna zasada
obowiazuje dla obu tych ciagéw, to a, = Fy,i1. [ ]

Twierdzenie 55 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy
F2n+1 - Fg—i— Fr%—i—l

Dowd6d. Wobec poprzedniego twierdzenia, powyzsza réwnosé jest rOwnowazna temu,
7e as, = a>_, + a>. Rozpatrzmy dwie polowy pola o wymiarach 2 x 2n (dwa pola
o wymiarach 2 x n kazde). Jesli pokrywamy pole o wymiarach 2 x 2n, to jego polowy
maja wspélne domino (rysunek 4) albo nie maja wsp6lnego domino (rysunek 5).

Rysunek 4

Rysunek 5
W pierwszym przypadku pozostaje nam pokry¢ niezaleznie dwa pola o wymiarach
2 x (n—1) kazde, wigc jest a?_ | mozliwoéci dokonania tego.
W drugim przypadku musimy pokry¢ niezaleznie dwa pola o wymiarach 2 x n kazde.

Jest a? mozliwosé¢i dokonania tego.
Dodajac te liczby, otrzymujemy réwnosé as, = a?_; + a?. n

Twierdzenie 56 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

iFZ - Fn+2 - 1
1=1
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Dowd6d. Powyzszy zwiagzek jest rownowazny temu, ze dla kazdej catkowitej nieujemnej
liczby n mamy Z?:_Ol a; = apy1 — 1. Rozpatrzmy mozliwe pokrycia pola o wymiarach
2% (n+1) klockami domina za wyjatkiem pokrycia, w ktérym wszystkie klocki sa utozone
pionowo. Jest a,.1 — 1 takich pokryé. Sprobujmy inaczej policzy¢ te pokrycia. Poniewaz
nie zliczamy tego pokrycia, w ktérym wszystkie klocki domina sa ustawione pionowo, to
w kazdym zliczanym przez nas pokryciu istnieje co najmniej jedna para klockéw domina
utozonych poziomo (jeden nad drugim). Rozpatrzmy pare indekséw kolumn, na ktérych
lezy znajdujaca sie¢ najbardziej na prawo para klockéw domina utozonych poziomo. ,Naj-
wigksza” taka mozliwa para to (n,n+1), a ,najmniejsza” to (1,2). Na rysunku 6 znajduja
sie kolejno przyktady dla sytuacji, gdy ta para jest (n,n + 1), (n — 1,n), (2,3) lub (1,2).

in

Rysunek 6

Jest a,_1 mozliwosci pokrycia pola o wymiarach 2 x (n+ 1) tak, by ostatnia sposréd par
klockéw domina utozonych poziomo lezata w kolumnach o indeksach n i n + 1. Jest ag
mozliwosci pokrycia pola o wymiarach 2 x (n + 1) tak, by ostatnia sposréd par klockéw
domina utozonych poziomo lezata w kolumnach o indeksach 11 2. Zatem liczba mozliwych
pokry¢ pola o wymiarach 2 X (n+ 1) klockami domina za wyjatkiem pokrycia, w ktérym
wszystkie klocki sg utozone pionowo to 2?:_01 a;. Skoro na dwa sposoby zliczyliSmy to
samo, to Z;:Ol a; = Qppq — 1. n

Twierdzenie 57 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

> Fui= Fo.
=1

Dowdéd. Powyzsze twierdzenie jest rownowazne temu, ze dla kazdej nieujemnej liczby
catkowitej n mamy Z?:_Ol ag; = ag,—1. Rozpatrzmy wszystkie mozliwe pokrycia pola
o wymiarach 2 X (2n — 1). Jest ag,_1 takich pokry¢. Sprobujmy inaczej policzyé te
pokrycia. Poniewaz nasze pole ma nieparzysta dhugosé, to kazde jego pokrycie musi po-
siada¢ co najmniej jedno domino utozone pionowo. Rozpatrzmy indeks kolumny, na ktorej
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lezy znajdujace sie najbardziej na prawo domino utozone pionowo. Ten indeks jest niepa-
rzysty, bo pole na prawo od tego klocka ma parzysta dlugos$é, skoro jest pokryte jedynie
klockami utozonymi poziomo, a cate nasze pole ma nieparzysta dtugo$é¢. Najwiekszy moz-
liwy indeks kolumny, na ktérej lezy znajdujace sie najbardziej na prawo domino utozone
pionowo to 2n — 1. Najmniejszy mozliwy indeks kolumny, na ktorej lezy znajdujace sie
najbardziej na prawo domino utozone pionowo to 1. Na rysunku 7 znajduja si¢ przyktady
kolejno dla sytuacji, gdy ten indeks to 2n — 1, 2n — 3, 3 lub 1.

[
..... [

Rysunek 7

Jest ag,—2 mozliwosci zapehienia pola o wymiarach (2n — 1) x 2 tak, by ostatni klocek
utozony pionowo pokrywat kolumne o indeksie 2n — 1. Jest as,_4 mozliwosci zapekienia
pola o wymiarach (2n — 1) x 2 tak, by ostatni klocek utozony pionowo pokrywat kolumne
o indeksie 2n — 3. Jest ay mozliwosci zapetnienia pola o wymiarach (2n — 1) x 2 tak,
by ostatni klocek ulozony pionowo pokrywat kolumne o indeksie 3. Jest ay mozliwosci
zapelnienia pola o wymiarach (2n—1) x 2 tak, by ostatni klocek utozony pionowo pokrywat
kolumne o indeksie 1. Zatem mamy ag + as + ...+ Qop_g + Aop_9 = Aop_1. [

Twierdzenie 58 Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 mamy
3FTL = Fn—Q + Fn+2'

Dowdd. Powyzsze twierdzenie jest rownowazne temu, ze dla kazdej liczby naturalnej
n > 3 mamy 3a, 1 = a,_3+ a,r1. Udowodnimy te réwnos¢ ustalajac stosunek jak
1 do 3 pomiedzy mocami pewnych zbiorow. Zbiér mozliwych pokry¢ pola o wymiarach
2 x (n—1) ma a,_; elementéw. Zbiér bedacy suma zbioru mozliwych pokryé pola
o wymiarach 2 X (n — 3) oraz zbioru mozliwych pokryé¢ pola o wymiarach 2 x (n + 1)
ma a,_ s+ a,+1 elementéow.
Teraz ustalimy stosunek jak 1 do 3 pomiedzy mocami tych zbiordw.

Z kazdego pokrycia pola o wymiarach 2 X (n — 1) utworzymy pokrycie pola o wymiarach
2 x (n —3) lub pola o wymiarach 2 x (n + 1) w nastepujacy sposéb:
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()

(I1)

(I11a)

(ITIb)

Do danego pokrycia pola o wymiarach 2 x (n — 1) dokladamy dwa klocki do-
mina utozone poziomo (jeden nad drugim) - uzyskujemy pokrycie pola o wymiarach
2x (n+1).

Do danego pokrycia pola o wymiarach 2 x (n — 1) doktadamy dwa klocki domina
utozone pionowo - uzyskujemy pokrycie pola o wymiarach 2 x (n + 1).

Jedli w danym pokryciu pola o wymiarach 2 x (n — 1) na kolumnie o indeksie
n + 1 lezy domino utozone pionowo, to wowczas to domino przenosimy na kolumne
o indeksie n + 1, a kolumny o indeksach n — 1 oraz n pokrywamy dwoma klockami
domina utozonymi poziomo (jeden nad drugim).

Jesli w danym pokryciu pola o wymiarach 2 x (n — 1) na kolumnach o indeksach
n—2 oraz n— 1 leza dwa domino utozone poziomo (jeden nad drugim), to usuwamy
te domino i otrzymujemy pokrycie pola o wymiarach 2 x (n — 3).

Rysunek 8 przedstawia opisany sposéb tworzenia nowych pokryé¢.

Y

Y

Rysunek 8

Pary pokry¢

Teraz wprowadzimy technike zamiany koncéwek dwodch pokryé, ktéra okazuje sie byé
bardzo przydatna.

Mowimy, ze pokrycie jest tamliwe za kolumng o indeksie ¢, jesli to pokrycie pokrywa
kolumne o indeksie i oraz nie posiada domino lezacego jednoczesnie na kolumnach o in-
deksach i oraz 7 + 1.

Moéwimy, ze para pokryé jest tamliwa za kolumng o indeksie 4, jesli co najmniej jedno
z tych pokry¢ pokrywa kolumny o indeksach ¢ oraz ¢ + 1, oraz zadne z tych dwoch po-
kry¢ nie posiada domino lezacego jednocze$nie na obu tych kolumnach. Przez koncowki
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pary pokry¢ rozumiemy te dwa pokrycia, ktére sg czeSciami lezacymi na prawo od ko-
lumny o najwyzszym indeksie, za ktora dana para pokry¢ jest tamliwa. Zauwazmy, ze
jesli zamienimy koncowki dwoch pokryé, to nowopowstata para pokry¢ jest tamliwa za
tymi samymi kolumnami, co wyjsciowa para pokryc¢.

Rozpatrzmy pare pokry¢ pol o wymiarach 2 x 10 kazde, jak na rysunku 9. Pierwsze
pokrywa kolumny od 1 do 10, drugie pokrywa kolumny od 2 do 11. Para pokry¢ na tym
rysunku jest tamliwa za kolumnami o indeksach 1, 2, 51 7. Jedli zamienimy koncéwki
pokry¢ z rysunku 9, to otrzymamy pare pokry¢ pél o wymiarach 2 x 11 oraz 2 x 9, jak

na rysunku 10.
MI-I- [
1] |

Rysunek 9

Twierdzenie 59 (regula Cassiniego) Dla kaZdej liczby naturalnej n > 2 mamy

Rysunek 10

FoFpq— F2= (-1)"

Dowdéd. Powyzsze twierdzenie jest rownowazne temu, ze dla kazdej liczby naturalnej
n > 2 mamy a, sa, — a*_ ; = (=1)" czyli a> | = ay,_2a, + (—1)""'. Rozpatrzmy
nastepujace dwa zbiory. Zbiér par pokryé¢ pol o wymiarach 2 x n kazde. Ten zbidér
ma a? elementéw. Zbiér par pokryé pola o wymiarach 2 x (n — 1) i pola o wymiarach
2x (n+1). Ten zbiér ma a,_1a,41 elementéw. Teraz ustalimy odpowiednio$é pomiedzy
tymi zbiorami z uwzglednieniem  btedu” (—1)" zaleznego od parzystosci n.

Jesli n jest nieparzyste, to oba pokrycia pola o wymiarach 2 X n maja co najmniej
jeden klocek domina utozony pionowo. Zauwazmy, ze jesli kolumna o indeksie ¢ jest po-
kryta klockiem domina utozonym pionowo, to dana para pokry¢ jest tamliwa za kolumnag
o indeksie ¢ —1 lub ¢. Zamieniajac koncowki tych dwoch pokry¢ pél otrzymujemy pokrycia
pél o wymiarach 2x (n—1) oraz 2x (n+1), ktére sa tamliwe za tymi samymi kolumnami
co tamte dwa pokrycia. To ustala rownolicznosé zbioru par pokry¢ pél o wymiarach 2 x n
oraz zbioru par pokry¢ p6l o wymiarach 2 x (n—1)12x (n+1), ktére sa tamliwe za co
najmniej jedna kolumna. Czy jest mozliwe, aby para pokry¢ pél o wymiarach 2 x (n—1)
i2x (n+ 1) nie byta lamliwa za zadna kolumna? Tak, wtedy i tylko wtedy, gdy w obu
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pokryciach wszystkie klocki domina sa utozone poziomo. Przyktad takiej sytuacji jest na
rysunku 11. Zatem a2

Jesli n jest parzyste, to zamiana koncoéwek ustala rownoliczno$é zbioru par pokry¢ pol
o wymiarach 2 x n kazde oraz zbioru par pokryé¢ p6l o wymiarach 2x (n+1)i2x (n—1),
ktore s tamliwe. Istnieje doktadnie jedna para pokry¢ pél o wymiarach 2 x n kazde,
ktora nie jest tamliwa, jest tak, gdy w obu pokryciach wszystkie klocki domina sg utozone

poziomo. Przyklad takiej sytuacji ilustruje rysunek 12. Zatem a2 = a,_1a,41 + 1.

= Qp—-1Q0p+1 — 1.

Rysunek 12

Twierdzenie 60 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

Y F?= FFp.

i=1
Dowdéd. Powyzsze twierdzenie jest rownowazne temu, ze dla kazdej liczby naturalnej
n mamy Z?:_Ol a? = ap_1a,. Jest a,_ia, par pokry¢ pél o wymiarach 2 x (n — 1)
i 2 x n. Sprébujmy inaczej policzy¢ te pokrycia. Umie$¢my pole o wymiarach 2 X n nad
polem o wymiarach 2 x (n — 1) tak, aby zaczynaly sie réwno. Rozpatrzmy najwiekszy
sposrod indeksow kolumn, za ktorymi dana para pokry¢ jest tamliwa. Poniewaz oba pola
zaczynajg sie kolumng o indeksie 1, to na potrzeby tego dowodu przyjmijmy, ze kazda para
pokry¢ jest tamliwa za kolumna o indeksie 0. Policzmy dla ilu par pokry¢ pél o wymiarach
2 x noraz 2 x (n— 1) najwickszy indeks kolumny, za ktora ta para pokry¢ jest tamliwa
to . Jest a? sposobéw pokrycia obu tych pél az do i-tej kolumny. Aby dana para pokry¢
nie byla tamliwa za zadng kolumna o wyzszym indeksie, to te pokrycia trzeba dokonczy¢
w nastepujacy jedyny sposob:

jesli n — k jest nieparzyste, to sposob tego dokonczenia ilustruje rysunek 13,
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Rysunek 13

jesli n — k jest parzyste, to sposob tego dokonczenia ilustruje rysunek 14.

Rysunek 14

Sumujac liczby tych mozliwosci po wszystkich mozliwych wartosciach ¢ otrzymujemy
n—1 92 ’ n—1 9
Y iy a7 pokryé. Zatem Y [ ai = anp_1Gy. n
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Rozdziat 8

Niestandardowe dowody wtasnosci
liczb Fibonacciego

W tym rozdziale prezentujemy niestandardowe dowody wtasnosci liczb Fibonacciego,
czyli dowody nienalezace do zadnej z weze$niejszych grup.

Twierdzenie 61 Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 mamy
3F’I’L = Fn—Q + Fn+2~

Dowéd. Kilkukrotnie korzystajac z definicji ciagu Fibonacciego otrzymujemy F,, o+ F}, 1o
= F,— F,1+ F,+ Fop1= 2F,+ F,.n— F,= 3F,. |

Ponizsze twierdzenie to wzér na sume dowolnej liczby poczatkowych liczb Fibonac-
ciego.

Twierdzenie 62 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

iE: Fn+2_1-
=1

Dowdéd. Stosujac definicje ciggu Fibonacciego do kazdego wyrazu sumy, oraz redukujac
odpowiednie wyrazy, otrzymujemy > - | F; = Fi+Fy+ .4+ F,_1+ F, = (F3— F»)+ (Fy
— F)+ o4 (Foyr— Fo)+ (Faye— Fop1) = Fopo— Fo= Fpp— L u

Nastepujace dwa twierdzenia to wzory na sume dowolnej liczby poczatkowych wyrazow
ciaggu Fibonacciego o wyrazach nieparzystych (parzystych, odpowiednio).

Twierdzenie 63 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

Y Fui= Fu.
i=1

Dowdéd. Analogicznie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, mamy » . | b = Fy
+ Fs+ o+ Fop s+ Fopn1 = Fot (Fa— Fo)+...+ (Fopo— Fop_a)+ (Fon— Fopo) = Fy,.
]
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Twierdzenie 64 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

> Fy= Fyi— L

=1

Dowdd. Podobnie jak wczesniej, tatwo dostajemy ZLI Fo,= IHh+ Fo+ ...+ Fy,
= (F3— F1)+ (F5— F3)+ .. (Fono1— Fon—3)+ (Fony1— Fon1) = Fopy1— Fi = Fopy— 1
[ ]

Ponizsze twierdzenie dotyczy réznicy pomiedzy kwadratem dowolnej liczby Fibonac-
ciego, a iloczynem jej poprzednika i nastepnika.

Twierdzenie 65 (regula Cassiniego) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy

Fo 1 Fo— F2= (—1)™
Dowdéd. Wielokrtonie studujac definicje ciggu Fibonacciego oraz wykonujac odpowiednie
przekstzalcenia, dostajemy F, 1 F, 1 —F? = F, (F,_1+F,)— F,(F, o+F, )= F> |
+ BB, — By oF, — F, 1 F, = Fg_l — ok, = _(Fn72Fn_ Fz_l) = —(Ff_z
- n73Fn71) = n73Fn71 - F7%72 = e
Jedli n jest parzyste, to By, 1 Fp1 — F2 = FyFy— Fi=1-3— 22= 1= (-1)~.
Jedli n jest nieparzyste, to Fj,_1Fp 1 — F2= RhFy— Fi= 12— 1= —1= (-1)". =
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Rozdziat 9

Dodatkowa wlasnosc¢ liczb
Fibonacciego z dowodem
indukcyjnym

W tym rozdziale dowodzimy indukcyjnie dodatkowej wtasnosci liczb Fibonacciego.

Twierdzenie 66 (Rao, 1953) Dla kazdej liczby naturalnej n mamy
a 1
Y = 5(31722”+1 + 2F2, .0 — 6FyFopio— 2n—5).
i=1

Dowéd. Dlan=1mamy Y7 Ff = S| F2= Fi= 12= 1,
— 6FyFonia — 2n— 5) = +(3Ff + 2F} — 6FFy — 2— 5) =
—6-1-3-7)= #(12+ 18— 18— 7)= 2= 1.

Zalormy,zen > 11y " | F} = $(3F3 .+ 2F3, ) — 6Fy,Fanio— 2n—5). Pokazemy,
2e 53 M F2 = 3F2, ..+ 2F3, 4 — 6FauyoFhys— 2n—1T.

Wielokrotnie stosujac definicje ciggu Fibonacciego oraz zatozenie indukcyjne, otrzy-
mujemy

n+1 n n
3F22n+1 + 2F22n+2 — 6F2nF2n+2 — 2n— 5+ 5F22n+2
= 3(Fonis — Fonia)*+ 7F22n+2 — 6(Foto — Fopg1)Fopga — 2n— 5
3F22n+2 + 3F22n+3 - 6F2n+2F2n+3

(3F22n+1 + 2F22n+2

1
5
(3-22 4232

1
5

+ 7F22n+2 - 6F22n+2 + 6F2n+1F2n+2 —2n— 5

= 4F22n+2 + 3F22n+3 — 6F2n+2(F2n+3 — F2n—1) — 2n— 5

— AF2.,+ 3F%,,— G6F%.,,— 2n— 5

— —2F2 ..+ 3F% ., — 2n— 5

— 3F%,,— 2F%.,,— 2n— 5

= 3F22n+3 - 2F22n+2 - 2n— T7- 2(_1)2n+3

= 3P 5 —2F3, s — 2n— T— 2(Fony2Fonia — Fi )

— 3FZ,,— 2F%.,,— 2n— T+ 2(Fanis — Fansa)? — 2Fsni0Fonsa
— 3F%,,— 2F%.,,— 2n— T

+ 2FZ,,+ 2F%,, — 4Fy 2Fonis — 2F5ni0Fon

3F22n+3 + 2F22n+4 — 6F2n+2F2n+4 — 2n — 7
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Rozdzial 10

Dodatkowe wtasnosci liczb
Fibonacciego i Lucasa z dowodami
algebraicznymi

W tym rozdziale dowodzimy algebraicznie dodatkowych wtasnosci liczb Fibonacciego
i Lucasa.

Twierdzenie 67 (Wall, 1964) Dla dowolnych liczb catkowitych m oraz n mamy

L2mL2n - L2

m-+n

+ 5F%
Dowdéd. Latwo przeksztatcamy lewa strone réwnania:

L2mL2n — (a2m_|_ ﬁ2m)(042n—|- ﬁ2n)
— @2(m+n)+ ﬁZ(m—i—n)_i_ a2m62n+ a2nﬁ2m‘

Stosujac formute Bineta oraz proste przeksztalcenia, oraz fakt, ze af = — 1, otrzy-
mujemy nastepujacy cigg réwnosci:
L2

m-+n

a—f3
a 2(m+n) + ﬁZ (m+n) + 2(aﬂ)m+n_'_ Ck2(m—n)_‘_ ﬂZ(m—n) _ Z(aﬁ)m—n

(m+n)+ ﬁQ m+n)+ 2(Oéﬁ)m+n
(C(ﬁ)%zg 2(m n)+ /62m n) _ (C(ﬂ)m n]
)

+ 5F1317n — (am+n+ 6m+n)2_'_ 5(0/”*71, Bm—n>2

1 |

2(m+n + 62 m+n) + 2(&ﬁ)m+n+ a2mﬂ2n_'_ a2nﬁ2m_ 2(aﬁ)m+n
(m+n + 62 m+n) + a2mﬁ2n+ a2nﬁ2m

Twierdzenie 68 (Lind i Hoggatt, Jr., 1964) Dla dowolnych liczb catkowitych m oraz
n mamy
L2mL2n - 5F2

m+n

+ Loy
Dowéd. Mamy

L2mL2n — (a2m_|_ ﬁ2m)(042n—|- ﬁ2n)
— a2(m+n)+ ﬁQ(m—l—n)_'_ a2m62n+ a2nﬁ2m‘
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Prawdziwy jest nastepujacy ciag réwnosci:

m—+n m—n o—
(m+n s ﬁQ m+n) __ 2<Oéﬁ)m+n + OéZ(mfn) 4 ﬁQ(mfn) + 2(aﬁ)mfn
( +n) 4 ﬁ? m+n) __ 2<aﬁ)m+n

5F2 4 [2 = 5(< amin - gm+")2+ (™" + ﬁm—n)2
)
)
( )n[a2m n)_|_ ﬁZ(mfn)_'_ 2(&5)711771]
)
)

I |

( +n + ﬁQ(m+n) . 2<a6>m+n+ a2m62n+ a2n52m+ 2(&5)m+n
— (m+n + ﬁQ(m+n) + a2mﬁ2n+ Q{Qnﬁ2m‘

Twierdzenie 69 (Lind i Hoggatt, Jr., 1964) Dla dowolnych liczb catkowitych m oraz
n mamy
LQmLQn - L2

m-+n

+ L2 — 4(—=1)™t
Dowéd. Latwo dostajemy

L2mL2n — (a2m+ ﬁQm)(OzQ"—i— ﬁQn)
— a2(m+n)+ 62(m+n)+ a?mﬁ?n_i_ Oé2n62m.

Mamy
L2

m+n

+L%L,n_ 4(_1)m+n — (am+n+ ﬁm+n)2+ (am—n+ ﬂm—n)Q_ 4(_1)m+n
o (m+n 52(m+n) 4 2(aﬁ)m+n

a2m )_|_ 52(”1 n) 4 2(af)m " — 4(—1)mtn

( n) 52(m+n) + 2( ﬁ) +n
o (m+n ﬁQ(m+n + Z(Qﬁ)ern
a2mﬁ2n_|_ a2nﬁ2m_|_ 2(aﬁ)m+n _ 4(aﬁ)m+n
O{2(m+n) + 62(m+n) + a2mﬁ2n+ aZnﬁQm‘

am
am

=+ 1+ 1+

Twierdzenie 70 (Koshy, 1998) Dia dowolnych liczb catkowitych m oraz n mamy
L2m+2n + L2m—2n - L2mL2n-
Dowéd. Latwo dostajemy

L2m+ on + Lopm_on = a?(m—l—n) 4 ﬁ2(m+n) 4 a2(m—n)+ ﬁ2(m—n)
— a?(m+n)+ 52(m+n)+ (aﬂ)Qn(aﬂm—n)_'_ BQ(m—n))
— a?(m+n) 4 52(m+n) 4 a2mﬁ2n+ aQnﬁQm.

Oczywiste jest, ze

L2mL2n — (a2m+ 52m)(a2n_’_ 52n)
— a2(m+n)+ ﬁQ(m+n) + a2mﬁ2n+ a2nﬁ2m.
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Twierdzenie 71 (Koshy, 1998) Dla dowolnych liczb calkowitych m oraz n mamy
L2m+2n - L2mf2n = 5F2mF2n-

Dowdéd. Mamy

L2m+2n o L2m72n — Oé2(m+n) + B2(m+n) o (a2(m—n) 4 ﬁQ(m—n))
— a?(m—l—n) + ﬁ2(m+n) _ (aﬁ)Qn(@Q(m—n) 4+ 62(m—n)>
— Oﬂ(m—l—n) + B2(m+n) _ a2m52n _ Oé2nﬁ2m_

Latwo dostajemy

a2m_ ﬂQm aQn_ ﬂQ'n

5F2mF2n

a—0 a—0
a?(m+n)+ 62(m+n) _ a2mﬁ2n_ aQnﬁZm'

Twierdzenie 72 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby calkowitej n mamy

Dowdéd. Mamy

5FZ, + 2 = 5(C=F)2 4 2
— a4n+ ﬁ4n_ 2(a6)2n+ 2
O/Ln_‘_ ﬁ4n_ 2(_1)2n+ 2

co na mocy formuty Bineta jest rowne Ly,.

Twierdzenie 73 (Lucas, 1876) Dla kazdej liczby calkowitej n mamy
Lini2 = 5F22n+1 - 2

Dowéd. batwo otrzymujemy

a2ntl_ gentl )2

55,1 — 2 = 5("—=; - 2
a4n+2+ /84n+2_ 2(a6)2n+1 _ 2

a4n+2+ 54n+2_2<_1)2n+1 -9
— a4n+2+ ﬁ4n+27

a z formuty Bineta wiemy, ze to jest rowne Ly, o.

Twierdzenie 74 (Candido, 1905) Dia kazdej liczby calkowitej n mamy

2(F, + Féﬂ + Fﬁ+2) = (F2 + Fr?Jrl + F3+2)2-
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Dow6d. Mamy (F2+ F2 + F2,)%= Fy+ Ef 4+ Foo+ 2(F Foi)?+ 2(F,Frye)?
+ 2(Fi1F040)%, wiec wystarczy udowodnié, ze Ff + Fo 4+ Fo, = 2(F,F,1)*
+ 2(F,Fry2)? + 2(F1Fui2)*
Beda nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:
1+ a*+ o= 14+ Fpa+ Fy+ Fga+ Fy= 14+ 3a+ 2+ 2la+ 13 = 24a+ 16,
1+ 44 B8 = 248+ 16,
14+ a8+ a3 =1—a?+ a*=1—a— 1+ 3a+ 2= 2a+ 2= 22
1+ aB+ o?8°= 28+ 2= 232,
o+ o+ ab = a+ 1+ Fua+ Fs+ Fea+ Fys = a+ 1+ 3a+ 2+ 8a+ 5= 120+ 8,
B2+ B4 5= 126+ 8,
B2+ o= 2— 2+ B+ o'+ 2+ 2+ P+ o= 2— 2 = O+ 1+ a+ 1+ 30+ 24 3a+ 2+ 3«
+ 240+ 1+ a+1—2— 2= ba+ 56+ 4= 9,
—2af— 20— 2(aff)?— 20— 201 3% — 2053 = 2— 20%— 2— 22t — 202+ 20t = —4a?,
—23%— 2a3— 24— 2(aB)?— 20— 2023 = —28%+ 2— 284 — 24 28— 232 = —432,

an— B"

Prawdziwy jest nastepujacy cigg rownosci: Fy + Fj .+ Fi, = (5= 3 )4
O‘n+17 n+1 an+27 n+2 n n n n n n
+( B )4+( B )4 _ %[QQ + 52 _ 2(045) ]2+ %[az +24 ﬁz +2_ 2(045) +1]2

a— (3 a— (3

+ %[a2n+4+ ﬁ2n+4_ 2(aﬁ)n+2]2 — %[@471_’_ B4n+ 4(&5)2n+ 2(aﬁ)2n_ 4Oé3nﬁn_ 4Oénﬁ3n
+ a4n+ 4+ 6471-1— 4+ 4(aﬁ)2n+2+ 2(0&ﬁ)2n+2— 4a3n+3ﬁn+1_ 4an+163n+3+ a4n+8+ ﬁ4n+8
+ 4(aﬁ)2”+4—|— 2(0&ﬁ)2n+4— 4a3n+65n+2_ 4an+253n+6] — %[Oﬁn—l— a4n+4+ a4n+8+ ﬁ4n
+ ﬁ4n+4+ 54n+8+ 4(Ozﬁ)2n+ 2(a5)2n+ 2(aﬁ)2n+2+ 2(045)2n+2+ 4(Ozﬁ)2n+4+ 2(&ﬂ)2"+4
_ 4a3nﬁn_ 4a3n+35n+1_ 4a3n+6ﬁn+2_ 404715371_ 4an+lﬁ3n+3_ 4an+2ﬁ3n+6] — 2—15[Oé4n(1
+ a4 a®)+ B (1+ BH408)+ 4+ 2+ 4+ 2+ 44 2— 4B (1+ 3B+ ab5%)— 4a" 3 (1
+ af + a?p%)]) = %[a“"(%a—i— 16) + B(248 + 16) + 18 — 8a’"t2 — 8an 3312,

a— ﬂn an+1_ﬁn+1

Mamy 2(FnFn+1)2 + 2(FnFn+2)2 + 2<Fn+1Fn+2)2 = 2( a— B a— 3 )2
A AT ) = F (a4 g o
_ an+15n)2+ %(a2n+2+ ﬁ2n+2_ an5n+2_ an+25n)2+ l(a2n+3+ ﬁ2n+3_ an+lﬁn+2

25

— an+2ﬁn+1)2 — %[a4n+2 + ﬁ4n+2 + a2nﬁ2n+2 + a2n+2ﬁ2n + Q(Qﬁ)QnJrl _ 2a3n+16n+1

_ 2a3n+25n_ 2@”63n+2— 2an+163n+1 +2(aﬁ)2n+1)+ O{411—&—4_|_ ﬁ4n+4_|_ aQnﬁ2n+4+ a2n+462n
+ 2(05/6>2n+2 _ 2a3n+2ﬁn+2_ 2a3n+4ﬁn_ 2an/63n+4_ 2an+2ﬁ3n+2+ 2<a/6>2n+2+ a4n+6
+ 64n+6_|_ a2n+262n+4+ a2n+4ﬁ2n+2+ 2(aﬂ)2n+3_ 2a3n+46n+2_ 2a3n+55n+1_ 2an+163n+5
_ 2an+263n+4+ 2(aﬁ)2n+3] — 22_5[a4n+2+ a4n+4+ a4n+6+ ﬁ4n+2+54n+4+ B4n+6+ a2nﬁ2n+2
+ a2n+2ﬁ2n+ 2(a5)2n+1+ 2(a6)2n+1+ a2nﬂ2n+4+a2n+4ﬂ2n+ 2<a6)2n+2+ 2(a5)2n+2
+ Oé2n+252n+4+ a2n+452n+2+ 2(a5)2n+3_{_ 2(a5)2n+3_ 2a3n+1ﬁn+1_ 2043n+2ﬂn— 2a3n+26n+2
_ 2&3n+4ﬂn_ 2&3n+46n+2_ 2a3n+5ﬂn+1_ 2an63n+2_ 2&n+1ﬂ3n+1_2an63n+4_ Qan+2ﬁ3n+2
+ B4 ot 24 24 B2+ a?— 2— 24 "3 (— 208 202 — 2(afB)?— 20t — 2a* 32— 2a°(3)
+ a3 (= 27— 206— 23— 2(af)*— 2a°— 202 4*)] = 5[a*"(24a+ 16)+ 34" (245+ 16

+ 18 — 8a3n+2 _ 8anﬁ3n+2]' m

Twierdzenie 75 (Raine, 1948) Dlia kazdej liczby calkowitej n mamy
(FpFnss)’ + (2Fu1Fai)? = Fyps.

Dowdd. Bedg nam potrzebne nastepujace obliczenia pomocnicze:
Oég—i-ﬁg:F3Q+F2+F35+F2:F3+2F2:2+2'1 :4,
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a4+ a?f=-pB—a=—1.
Mamy

o — nan+3_ n—+3 an+1_ n+1 an+2_ n+2
(F ag )+ )’
[(a2n+3 + 52n+3 _ Oénﬂn+3 _ an+35n)2]
25{[a2n+3 + 52n+3 _ 4((15)”]2

4(a2n+3 _|_ﬁ2'n+3 + (aﬁ)n]2}

%[O/ln—i-G + ﬁ4n+6 +16 — 8(Oéﬁ)n042n+3
8<a6)nﬁ2n+3 +2<a6)2n+3 +4(a4n+6 +B4n+6
L+ 2(aB)*™3 4+ 2(af)" B2 + 2(af)")]
%(5a4n+6 +564n+6 + 10)

— %(a4n+6 _|_B4TL+6 +2)

(FnFn+3)2 + (2Fn+1Fn+2)2

1
25
L

L+l

I+

Latwo dostajemy

F2 a2n+37ﬂ2n+3 )2
2n—+3 a—ﬁ

[a4n+6 + ﬁ4n+6 _ 2(aﬁ)2n+3]

(a4n+6 + ﬁ4n+6 + 2)

YOt = 7

Twierdzenie 76 (Everman et al., 1960) Dia dowolnych liczb calkowitych n, h, oraz

k mamy
FosnFoir — FoFoinr = (=1)"FyFy.

Dowdéd. Mamy
. an-&-hi 6n+h an-&-ki /Bn+k aniﬂn an+h+k7 ﬂn+h+k
FoinFoik — FoFoingn = p a8 a3 P
a4n+6 + 6471—&—6 _ 2(a6>2n+3]
a2n+h+k + 62n+h+k _ anJrhﬁnJrk _ an+kﬁn+h>
Q2nthtk 62n+h+k _ anﬁn+h+k - an+h+k5n)

—

an—i—h—i—kﬁn + anﬁn—i—h—i—k _ an—&-hﬁn—i—k _ an—i—kﬁn—i—h).

Y =0 =t =t | =
N N N

Latwo sprowadzamy prawa strone do tej samej postaci:

ah— gh ok— gk
(“)"FF = (-l ey
iag) (%h:k—i_ ﬁh+k_h&zﬁk_ Oé:ﬁh)k k h
g(Oén+ + 6n+ anﬂn-ﬁ- +k _ an—f— 6n+ — ot ﬁn_t,_ )

Twierdzenie 77 (Fadlock, 1965) Dia dowolnych liczb calkowitych m oraz n mamy

_ 2 2
F2m+1F2n+1 - Fm+ n+ 1 + men'

39



Dowéd. Dostajemy

9 9 o m+4+n+1_ gam+n+1 2 m—n __ ﬁmfn 2
Fm+n+1+ Fm—n - (Oé a—% ) + (Oé a— B )
— l(a2(m+n+1) + ﬁQ(m+n+1) _ a2m+lﬁ2n+1 _ a2n+1ﬁ2m+1)
5 .

Prawdziwy jest nastepujacy ciag réwnosci:

F2m+1F2n+1

a2m+1_ ﬁ2m+1 Olszrl— ﬂ2n+1

— %[a2((ym+ﬁn+1)_‘_ ﬁ%(mﬁ’ﬂri’l) _ 2(aﬁ)m+n+1

_Qdmem) o gmen) 9 (g 8y

_ é{[a2(m+n+1)+ ﬁ2(m+n+1) _ 2(aﬁ)m+n+1

— {agp e + @0 = a(apyn o))

_ é[a2(m+”+1)+ ﬁ2(m+n+1) _ 2(@5)"””“)

. a2m+152n+1 . &2n+1ﬁ2m+1+2(aﬁ)m+n+1]

_ %<&2(m+n+1)+ ﬁ?(m—&-n-‘,—l) — @2mlgentl a2n+1ﬁ2m+1>.

Twierdzenie 78 (Sharpe, 1965) Dia dowolnych liczb catkowitych n oraz k mamy

Dowé6d. Mamy

FR o — I
Dostajemy
For Fonyor

2 2
Fn+2k - Fn - FQkF2n+2k-

a— (3 B
[a2n+4k + 62n+4k _ 2(@ﬁ)n+2k _ a2n _ ﬁQn + 2(()46)”]
(Q2n+4k + 52n+4k _ 04271 o /6271).

an+2k_ 6n+2k )2 . (an_ 6”)2

QU=OT = 77

2k _ B2k 042n+2k— BQnJer

a—0 a— (
[a2n+4k + ﬁ2n+4k _ 2(aﬁ)n+2k _ a2n _ ﬁZn + 2((1/5)71]
(a2n+ 4k a2kﬁ2n+2k _ a2n+2k62k + ﬁ2n+4k)

(Q2n+4k + ﬁ2n+4k o a2n o ﬁQn)

&)

QU= O =

Twierdzenie 79 (Hoggatt, 1965) Dla kazdej liczby calkowitej n mamy

Dowéd. Mamy

LnLn+1 = L2n+1 + (_1>n

Llnsi = (a"+ B7)(a" 4 5"*1)

a2n+1+ 62n+1+ anﬁn+1+ an-{-lﬁ
a2n+1+ 52n+1_}_ (aﬁ)”(a—l— ﬁ)
— L2n+1 + (_l)n
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Twierdzenie 80 (Hoggatt, 1976) Dla kazdej liczby calkowitej n mamy
Finyz — 1= Lopi1Fonya.

Dowdéd. Latwo sprowadzamy prawsg strone réwnania do postaci lewej jego strony:

2n42_ g2n42
L2n+1F2n+2 _ <a2n+1+ 52n+1)a B8

1 (a4n+3 _ 6471-&-3 _ a2n+162n+2 + a2n+2a2n+1)

_ 1 [ +3 — B3 _ (0 B)2 (3 — @)

=

o

a—_3
o a4n+37 184n+3 ﬁia
- a—p3 a—f
Fipez — 1

Twierdzenie 81 (Koshy, 1998) Dia dowolnych liczb calkowitych n oraz r mamy

L2

n+r + L72’L*’l" = LopLor + 4(_1>R+T

Dowdéd. Prawdziwy jest nastepujacy cigg réwnosci:

ot L, = (@74 g2y (0n 4 )2

a2n+2r+ ﬁ2n+2r_|_ 2(aﬁ>n+r+ a2n—2r+ BZn—%_'_ Q(Qﬂ)n_r
a2n+2r+ ﬁ2n+2r+ 2(aﬁ)n+r+ (aﬁ>2r[a2n72r+ ﬁ2n72r+2(aﬁ)nfr]
a2n+2r_|_ 52n+2r+ 2(aﬁ)n+r+ a2nﬁ2r+a2rﬂ2n+2(aﬁ)n+r

— a2n+2r+ ﬁ2n+2r+ &2nﬁ2r+ 042’"52”—1- 4(_1>n+r'

Mamy

L2nL2r+ 4(_1>n+r — (Oé2n+ ﬁzn)(@%—f‘BQr)—f‘ 4(_1)n+r
— a2n+2r+ 62n+2r+ a?nﬂ%’_i_ O[2rﬁ2n_|_ 4(_1)n+r

Twierdzenie 82 (Ferns, 1967) Dia dowolnych liczb calkowitych m oraz n mamy
OFin = FoLn+ FyLp.

Dowdéd. Dostajemy

FyuLy+ FyL, = “=Z(a"+p") + —a(’;:g” (@™ + ™)
_ alT/@(aern _ 5m+n + amﬁn _ anﬁm
am+n _ ﬁern + anﬁm _ amﬁn)

+

Oérn«l»'n _ ﬁW’H”ﬂ
2=/ 3
2Fin.
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